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ZUM STUFENAUFBAU DES PARALLELENAXIOMS 

Victor Pambuccian 

EUCLID's parallel postulate is shown to be equivalent to the conjunction of the following two weaker 
postulates: "Any perpendicular to one side of a right angle intersects any perpendicular to the other 
side" and "For any acute ang le /Oxy ,  the segment PQ - -  where P is a point on Ox, Q a point on 
Oy and PO 2 0 y  - -  grows indefinitely, i. e. can be made longer than any given segment". 

1 EINFl~HRUNG 

Wo immer wir in der Grundlegung der Geometrie den Tatbestand treffen, daB, sobMd ein Tell 7_ 

des Axiomensystems bereits vorhanden ist, ein Axiom a stgrker ist Ms ein Axiom fl, wobei weder a 

noch fl S5otze yon T sind, stellt sich die Frage ob es eine geometrische Aussage fl~ gibt, die schwgcher 

Ms a ist, abet zusammen mit fl dem Axiom a gleichwertig ist. 

Vom logischen Standpunkt aus gibt es iiberhaupt kein Problem, denn was verlangt wird, ist: falls 

dann finde man/~ ' ,  so dag 

7-F- c~--+ ~3, T F / g ,  and T,  f l~ /a ,  

T~- a ~ / ~  A/3' und T , ~ '  Va .  

Solch ein ~ ist offensichtlich /3 --+ a. Die logische Formulierung des Problems lggt jedoch die 

Forderung, dab ~ eine ,geometrische Aussage' sein soll, aus. 

Unter einer ,geometrischen Aussage' ist eine sotche zu verstehen, die man im Aufbau der Geometrie 

entweder Ms Axiom oder als Lehrsatz aufzustellen geneigt wgxe. Wit wollen gleich zugeben, dab 

damit eigentlich nichts definiert wurde, und es ist auch nicht unsere Absicht die Gesamtheit der 

annehmbaren geometrischen Axiomen festzusetzen, denn damit wiirden wit uns ja anmaBen zu 

wissen welcher Form alle geometrisch bedeutsamen Aussagen sind. 



80 Pambuccian 

Da die meisten Axiomatisierungen der euklidischen Geometrie (s. z. B. [9]) aus Al]heits-Existenz- 

Aussagen besteben (V3-Aussagen; d.h. es stehen alle Allquantoren (V) vor allen Existenzquantoren 

(3)), wS,re man geneigt (falls man die vorher erw~,hnten methodologischen Bedenken nicht billigt) 

die ,geometrische Aussage' Ms eine V3-Aussage in der logischen Sprache in der die Axiomatik verfaflt 

ist, aufzufassen. Dann wiirden abet einerseits Aussagen wie z.B. ,(Der DESARGUESsche Satz) o d e r  

(Es gibt ein Rechteck)', die offenbar Ms Axiome unerwiinscht sind, fiir ,geometrische Aussagen' 

erkl~rt sein, und andererseits Aussagen wie z. B. die lokale Form des Parallelenaxioms, d. h. ,Es 

gibt einen Punkt P und eine Gerade g, so dab es dutch P zu g hSchstens eine Para~lele gibt '  nicht 

Ms ,geometrisch' anerkannt. 

Das Problem der geometrisch bedeutungsvollen Aufspaltung yon Axiomen wurde zum ersten Ma] 

von Wanda SZMIELEW in [10] gel5st, wo sie eine geometrisebe Aussage f l '  aufgestellt hat (die besagt: 

,Falls A, B und C drei verschiedene Punkte sind, dann schneider die Mittelsenkrechte yon AB einen 

der Kreise die AC bzw. BC als Durchmesser haben'),  fiir den Fall in dem T die PAscH-freie ebene 

euklidische Geometrie ist, cr das Kreisaxiom (,Eine Gerade, die dutch das Innere eines Kreises geht, 

schneider den Kreis') und fl das Axiom von PASClr ist. 

Wir nennen ein solches fl' kurz ein B i n d e g l i e d  zwischen fl und a in bezug auf T und sagen, daft a 

in bezug auf T in fl und f l '  a u f g e s p a l t e n  wurde. 

Diese Aufspaltung von Axiomen ist deshalb sinnvoll, weil sie uns eine bessere Ubersicht des Stufen- 

atffbaus der betreffenden Theorie gestattet.  Denn eine endllch-axiomatisierbare Theorie k5nnte 

eigentlich auch dureh ein einziges Axiom axiomatisiert werden, fiir das man die Konjunktion aller 

Axiome eines ihrer endlichen Axiomensysteme w~hlen kSnnte. Der Nachteil w~re, dafJ dann die 

ganze Theorie in einem Zug aufgebaut wiirde. Die Axiomatisierungen mit mehreren Axiomen 

k5nnen somit bereits Ms Aufspaltungen des einen Axioms aufgefafit werden und zeugen vom In- 

teresse, daft die matbematische Praxis an Aufspaltungen bat. 

Ein weiterer Grund warum AufspMtungen wiehtig sind, ist der, daf~ sie zu Axiomensystemen flihren, 

die dem IdeM eines e i n f a c h e n  Axiomensystems n~herkommen, wobei wir unter ,einfach' ein solches 

Axiomensystem verstehen, bei dem kein Axiom einer nicht-trivialen Aufspaltung f~hig ist. 1 

Ist E ein endliches Axiomensystem und a ein Axiom aus E, so wird a aufspaltbar genannt, falls es 

Aussagen fl und 7 gibt, so daft 

E \  {a} I- a +-+/3A7 und E \ { a }  ~//3 --+ a, E \  {a} ~/7 -+ ~. 

Es gibt aber Aufspaltungen yon a bei denen man die Axiome fl und 7 nicht fiir Vereinfachungen yon 

a halten kann; es ist nS, mIich oft mSglich a in aV5 und ctV~5 aufzuspalten, wobei 5 eine Aussage ist. 

1Dieses Einfachheitskriterium fiir endliche Axiomensysteme stammt yon O. HELMER [4], and wurde in [7] so 
vergndert, daft die Aufspaltung yon gab ab =-- ba in Va aa =_ aa und Vab ~(a  = b) ~ ab =_ ba auch als trivial gilt. Da 
wit die in [7] vorgeschlagene Veriinderung des HleLMERschen Einfachheitskriteriums inzwischen fiir ungeeignet halten 
(da zu viele Aufspaltungen dadurch ausgeschlossen werden), kehren wir zur HELMeaschen Definition der ,trivialen' 
AufspMtung zuriick, und lassen somit AufspMtungen der oben angegebenen Art als ,nicht-triviM' zu. 
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AIs geomet r i sches  Beispie] w~ire folgendes zu nennen :  a ist das Axiom ,E s  g i b t  ein R e c h t e c k  ( R ) ' ,  

~3 und 7 sind ,Die Mit te l l in ie  in e inem Dreieck ist _< als die H~ilfte der  ihr  gegeni iber f iegenden Sei te '  

bzw. ,Die Mit te l l in ie  in e inem Dreieck ist >_ Ms die H~ilfte der  ihr  gegeni iber f iegenden Seite ' ;  R 

besag t ,  dail die me t r i s che  K o n s t a n t e  (s.w k = 0 ist ; /3,  dab k _< 0 ist und  7, daf/ k > 0 ist. 

Wi r  werden dera r t ige  A u f s p a l t u n g e n  des Axioms  a (ni imlich Ms a V ~ and  a V ~6) ,  auch  wean  sie 

zwei ,geomet r i sche  Aussagen '  fl und  7 produzieren ,  Ms t r i v ia l  bezeichnen,  und  nu r  n ich t - t r iv ia le  

A u f s p a l t u n g e n  suchen.  

M. DEHN h a t  in [2] Beispiele n i eh t - a rch imed i sche r  Ebenen  mi t  eukl idiseher  Met r ik  gegeben,  in 

denen das enkl idische Pa ra l l e l enax iom ver l e t z t  wird, womi t  er bewiesen ha t ,  dat~ das Axiom R in 

bezug  auf  die abso lu te  Geomet r i e  (.,4) 2 schws ist als das (PLAYFAmsche)  eukl idisehe Paral leie-  

nax iom (Pa r ) .  F. BACHMANN ha t  in [1] eine wei tere  A b s e h w s  des Axioms  R vorgeschlagen,  

n~m]ieh , J edes  V i e r s e i t  m i t  drei  R e c h t e n  W i n k e l n  schlielJt  s ich ( A ) '  (s. F igur  1) 3 

Es wird iI~ I11 bewiesen,  daft in A die Impl ika t ions-Reihe  

P a r  ~ R --+ A ,  mit  A ~ R ~ P~ r  gilt.  (1) 

Es stell t  sich somit  das P rob lem,  zwei Bindeglieder, /31 und/32,  ~1 yon A zu R and /32  yon R zu P a r  

zu f inden,  so dab A ~ /A A/32 --+ Pa r ,  und somit  das eukl idische Pa ra l l e l enax iom in drei Axiome,  

A, 31 und  f12 aufzuspa l ten .  Dieses P rob lem ble ib t  often. 

C 

P f....4,.- x 

K o J ~  F~ ~ y 
B A Q 

Fig. 1 Fig.2 

2Die ebene absolute Geometrie ist hier als diejenige Theorie verstanden, die durch die Axiome A1 A9 aus [9], oder 
durch die Axiome I 1-3, II, lII aus [6] gegeben wird. 

3In der logischen Sprache erster Ordnung LaD--wobei ,B(abe)' als ,a, b, c sind drei kollineare Punkte und b liegt 
zwischen a undc ' ,  und ,D(abcd)' als ,die Strecke ab ist zur Strecke cd kongruent' zu lesen sind (s. auch [9])--k6nnte 
man A folgendermat]en ausdrilcken: 

V a b c x y z t ~ d  ~(a = b) A ~(b = c) A B(xba) A ba =_ bx A B(ycb) A cb --- ey A zb =_ zy A ~(z  = c) 
A B(tab) A at =- ab A ~(u = a) A ub -~ ut ~ L(czd) A L(aud), 

wobei ,L(abc)' eine Abkiirzung yon B(abc) v B(bca) v B(cab) ist und ,ab =_ cd' eine leichter lesbare $chreibweise 
fiir ,D(abcd)' ist. 

F. BACHMANN hat in [1, S. 176] gezeigt, dab das Axiom A (das ,Lotschnitta• zu folgender Spezialisierung 
des euklidischen Parallelenaxioms (das man auch, wie z. ]3. im Axiomensystem aus [9], als ,Dutch jeden Punkt  im 
lnnern eJnes Winkels gibt es e/ne Gerade, welche beide Schenkel trifft' ausdrficken kann) ~quivalent ist: ,Durch jeden 
Punkt  im Imleren eines rechten Winkels gibt es eine Gerade, weIche beide Schenkel trifft'. 
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Wir werden in dieser Note ein Bindeglied zwischen A und Par in bezug aufA finden. Das Bindeghed 

ist nS~mlich das ,ArUSTOTELisehe Axiom' (Ar), dessen Tragweite, mit besonderer Beriicksichtigung 

der Bedeutung yon Ar ffir die Grundlegung der hyperbolischen Geometrie, von M. J. GREENBERC 

in [3] untersucht wurde. 

Es besagt (s. Figur 2), dag die Lgongen der Strecken, deren Endpunkte auf den Schenkeln eines 

gegebenen spitzen Winkels liegen nnd die senkrecht auf einem der Schenkel sind, unbegrenzt wach- 

sen, d.h. liinger als jede gegebene Strecke gemaeht werden kSnnen 4. 

2 A L G E B R A I S C H E  BE SCHRE IBUNG DER H - E B E N E N  IN DENEN DAS LOT- 

SCHNITTAXIOM GILT 

Da wir synthetisch nicht beweisen konnten, daf~ 

. A F A A A r ~  Par (2) 

werden Wir die PEJAssche (s. [8], [5], [1]) algebraische Beschreibung der Modelle der ebenen abso- 

luten Geometrie (die wit im folgenden H-Ebenen nennen werden) benfitzen miissen. 

Wir werden hier knrz die Resultate ~us [1] zusammenfassen. 

Sei K ein KSrper und k ein Element aus K. Unter einer a f f i n - m e t r i s c h e n  E b e n e  A(K,k)  (s.[5, 

S.215] ) fiber dem KSrper K mit der m e t r i s e h e n  K o n s t a n t e n  k verstehen wit die projektive Koor- 

dinatenebene P(K)  fiber K, ffir deren Punkte der Gestalt (x, y, 1) wit kurz (x, y) schreiben, in der 

die Ger~den [u, v, w] und [u',  v ' ,  w'] orthogonal sind genau dann wenn 

u u '  + v v  ~ + k w u /  = O. 

Ist der KSrper K angeordnet, so kann man den affinen Teil A(K),  der aus allen Punkten von P(t()  

bestebt, die nicht auf der Geraden [0, 0, 1] liegen, wie iiblich anordnen. 

Die algebraische Besehreibung der H-Ebenen besteht aus der Angabe einer Punktmenge E einer 

affin-metrischen Ebene A(K, k), die die Punktmenge der H-Ebene ist. Da E stets in A(K) liegen 

wird, fibernimmt die H-Ebene die Anordnung yon A(K). Die Kongruenz zweier Strecken ab und 

ed wird, falls E C A(K, 0) ist, durch das Bestehen der Gleichung 

( a l  - b~) ~ + ( a2  - b2) 2 = ( ~  - d~)  ~ + (~2 - e ~ )  ~ 

und, falls E C A(K, k) mit k r 0, durch das Bestehen der Gleichung 

F(a ,b)  2 F(c,d)  2 
Q(a)Q(b) - Q(c)Q(d) (3) 

4 Voxyy~a3pqq, z B(y~oy) A oy =_ oy ~ A ~(a = o) A ay' ~ ay A B(axy)  -.* (B(ozp)  V B(opx))  
A (B(oyq) V B(oqy)) A B(oqq ~) A qo ---- qq' A po -- pq' Apq =_ oz A B(oyz) .  
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gegeben, wobei 

r ( x , y )  = k(x ,y l  + x2y2)+ 1, Q ( x ) =  F (x ,x ) ,  und x = (x , , x2 ) ,y  = (Yl,Y2). 

Von nun an sei K ein angeordneter pythagoreischer KSrper, R der Ring der ganzzahlig ein- 

schlieflbaren Elemente yon K,  d.h. R = {a: E I( ] (3n E N) IxI < n} und P das Ideal der 

unendlich kleinen Elemente aus K, d. h. P = {0} tO {x E K ] x -1 ~ R}. 

F. BACHMANN zeigt in [1], dab die H-Ebenen, in denen das Axiom A gilt, von zwei Typen sind, 

ngmlich 

T y p  I (entspricht dem Theorem 1 aus [I]) 

E = {(a,b) ] a,b E M} C A(K,  0), wobei M ein R-Modul # (0) ist; 

T y p  I I  (entspricht dem Theorem 2 aus [1]) 

E = {(a,b) I a,b E M} C A ( I ( , k )  mit k # O, wobei M ein in 

{a E K I ka2 E P} eingeschlossener R-Modul ~ (0) ist, der die Bedingung 

aE M ~ ka2+ I E K 2 

erfiiUt (t( 2 = {a21a E K}) .  

3 D A S  A R I S T O T E L I S C H E  AXIOM GILT NIC HT IN H - E B E N E N  VOM T Y P  II 

Wir werden nun beweisen, dab 

A t -  A A A r  ~ R. (4) 

M.J. GREENBERG ([3, Theorem 1]) hat bewiesen, daft in einer H-Ebene, in der Argilt ,  die metrische 

Konstante k _< 0 ist. H-Ebenen, in denen sowohl A als uuch Ar gilt, kSnnen demnach nur yore 

Typ I oder vom Typ I I m i t  k < 0 sein. Wir werden den folgenden Satz beweisen: 

S A T Z  1 In H-Ebenen yore Typ II  mit k < 0 gilt Ar nicht. 

Beweis .  5 Da die metrische Konstante k nur bis ~uf einen quadratischen Faktor ~ 0 durch die 

gegebene H-Ebene festgelegt ist, k5nnen wir o. B. d. A. annehmen, dab k E K \ P ist. 

Da M C {a E K [ ka 2 E P} wird M C P sein. Insbesondere wird ab E M fMls a,b E M, da M ein 

R-Modul ist und M C_ P C R ist. 

Es sei p > 0 ein Element aus M, und 0x bzw. 0y  (wobei 0 = (0, 0) ist) die Halbgeraden in A(K,  k), 

deren Punkte die Koordinaten (m,pm) bzw. (m, 0), m i t m  E M, m > 0 haben (0  = (0, 0)). Wir 

~Ich mSchte dem Gutachter an dieser Stelle fiir die Vereinfachung dieses Beweises danken. 
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beh~upten, d~]3 jede Strecke deren Endpunkte P und Q ~uf Ox bzw. Oy so liegen, d~f~ PQ •  

kiirzer als die Strecke OB sein wird, wobei 13 = (p, 0). 

Ist P = (m, pm), so mug Q = (m, 0) sein, da PQ zu Oy orthogonal ist. Wir tragen die Strecke PO 

aus 0 uuf Ox ub, und erhalten dadurch einen Punkt C = (c, 0), so dag OC und PQ kongruent sind, 

d.h., laut (3), 
r((.~,p.~), (.~, 0)) ~ r((o,o),(~,o)7 

Q((rn, prn))Q((m, 0)) = Q((O, O))Q((c, 0))" (5) 

Aus (5) erhalten wit 
C 2 - -  p 2 m 2  

1 + km 2' 
m 2 und somit ist 0 < c < p, d a m  2 und hm 2, und folglieh auch ~ ,  unendlich klein sind. Somit 

liegt C stets zwischen 0 und B. [] 

Folglich kSnnen H-Ebenen, in denen sowohl A als auch Ar gilt, nur vom Typ I sein, und das sind 

gerade diejenigen tf-Ebenen, in denen R gilt (s. [8] oder [1]). Damit ist (4) bewiesen. 

4 H - E ) B E N E N  MIT E U K L I D I S C H E R  M E T R I K  IN D E N E N  DAS A R I S T O T E -  

L I S C H E  A X I O M  GILT 

Wir werden nun beweisen, dab 

A ~- R A Ar --* Par. (6) 

Es sei g eine Gerade und 0 ein Punkt der nicht ~uf g liegt (s. Figur 3). Wir wollen beweisen, dag 

es durch 0 zu g eine einzige Parallele gibt. 

B' 0 C' 

B A C g 

Fig. 3 

Q 
[: 

Es sei A der Fugpunkt der Senkrechten von 0 auf g, und es sei h die Senkrechte in 0 auf 0A. Es 

seien B und C zwei Punkte auf g, so daft A zwischen B und C liegt, und es seien B ~ und C ~ die 

Fuflpunkte der SeItkrechten von B bzw. C auf h. Es sei nun h ~ eine yon h verschiedene Gerade, die 

dutch 0 geht. Wir wollen beweisen, dab sich h ~ und g schneiden, h ~ muff (den Anordnungsaxiomen 

und insbesondere dem Axiom yon PASCI-I zufolge) entweder durch das Innere des Rechteeks 0ACC 
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oder durch das Innere des Rechtecks OABB t gehen. O. B. d. A. kSnnen-wir annehmen, daft h ~ durch 

das Innere des Rechtecks OACC geht. Es sei h ~ diejenige HMbgerade yon h ~, die yon 0 ausgeht 

und dutch das Innere yon OACC geht. Ist h t yon der Geruden OA versehieden, so ist der yon den 
. _ . ,  _ . - - - +  

Halbgeraden h ~ and OC ~ gebildete_ Winkel spitz, und folglieh gibt es, laut Ar, zwei Punkte P und 
- +  . - . - - +  

Q auf h ~ bzw. 0C ~, so dag PQ J_Off' ist und PQ lgnger als 0A ist. Da der Abstand zwisehen h und 

g tiberall derselbe ist, miissen die Punkte P und Q auf versehiedenen Seiten der Geraden g liegen, 

und somit liegen auch 0 und P a u f  versehiedenen Seiten der Geraden g. Dem Axiom yon PASTE 

zufolge, sehneidet OP (d.h. h ~) die Gerade g, w. z. b. w. 

5 {A, At} IST EINE N I C H T - T R I V I A L E  A U F S P A L T U N G  VON P a r  

Aus (4) und (6) folgt, daft 

A ~- A A Ar  -+ Par. 

Da A b Par  --+ d A n r  wohlbekannt ist, A ~ d -+ Par in [1] (s. (1)), und +4 ~ / A r  -+ Par in [3, 

Theorem 2] (Ar gilt auch in der hyperbolischen ebenen Geometrie) hewiesen wurde, ist {A, Ar} 

eine AufspMtung von Par  in bezug auf A. 

W~re nun  {A,  Ar} eine trivia]e Aufspaltung von Par, dann wiirde es eine Aussage <~ geben, so daft 

A F A ~ Par V ~ und A P A r  ~ Par V -~,  und dann miigte auch A F A V At ,  was falsch ist, da 

es, wie wir im folgenden zeigen werden, H-Ebenen giht, in denen weder A noeh Ar gilt. 

Die H-Ebenen, in denen A nicht gilt sind vom 

T y p  I I I  (entspricht dem Theorem 3 aus [1]) 

E = {x ] Q(x) > 0, Q(x) ~ J} c A ( K , k )  mit  k < O, wobei J C_ P ein Primideal yon t~ ist, der die 

Bedingung 

ka 2 + 1 > O, ka 2 + 1 ~ J ~ ha 2 + 1 E K 2 

erfiillt, und wobei K die Bedingung 

{a ~ KIka  2 ~ • \  P} r  

S A T Z  2 Es 8ei K ein nichtarchimedischer euklidischer angeordneter KSrper, k = - 1  und J = P. 

Dann gilt in der entsprechenden H-Ebene yore Typ I l l  weder A noch Ar. 

. . - - - +  

Beweis .  Es sei p E P und 0x,  0y  wie in S~tz 1, mit dem Unterschied, dab nun m E K und 

die Punkte auf diesen Halbgeraden aus der Menge E des Typs III sein mug, d. h. fiir einen Punkt 

(m, 0) auf 0y  mug 

1 - m  2 > 0 und 1 - m  2 ~ P s e i n .  (7) 
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Wir behaupten, daft jede Strecke, deren Endpunkte P und Q auf Ox bzw. Oy so liegen, dag 

PQ •  , kiirzer als die Strecke OB sein wird, wobei 

B = ( 1 , 0 ) .  

Es sei P 60x ,  Q 60y,  PQ .l_Oy und C = (c,O) auf Oy, so dab OC kongruent zu PQ ist. Dann gilt, 

wie ill Satz 1 
c 2 - -  p 27r~2 

1 - m 2 

Da, laut (7), m 2 < 1 und (1 - m2) -1 6 R ist, und p in P gewghlt wurde, mug c 2 und somit auch 

c in P und folgiich kleiner als �89 sein. Somit ist die Strecke OC, und folglich auch PQ, kleiner als 

OB. [] 

Satz 2 folgt aueh aus [3, Theorem 3] . 

6 D A S  L O T S C H N I T T A X I O M  ALS A L L H E I T S - A U S S A G E  

F. BACHMANN bewies in [1, Satz 6] , dag das Axiom A erblich ist, d.h. gilt A in einer H-Ebene H, 

so gilt A in jeder B E b e n e  H ~ C H. 

Vom logischen Standpunkt aus gesehen, ist As Erblichsein gleichbedeutend mit der Existenz einer 

Allheitsaussage A ~, die mit A ~quivalent ist d.h., so dab 

A l- A ~ A'. (8) 

Obwoh] in [1] drei Aquivalente des Axioms A angegeben werden, ist keines davon eine Allheitsaus- 

sage. Wir werden im folgenden zeigen, dab 

S A T Z  3 Die Allheitsaussage 

A'. Vpp'oo'mrn'qr ~(q = o) A --(ra = m')  A B(m'om)  A mo =__ rno' A m'o -- mo A B(omo') 

A q r a = - - q r a ' A p o = p o ' A p o = _ p r A q o - - q r A B ( o q r )  A p q = _ p m A p r n = _ o p '  

A (B(op 'o ' )  v B(oo'p ' ) )  - -  f~(op'o') A ~(p '  : 0 9 

ist mit A iiquivalent. 

A' besagt, daft in einem gleichschenkligen Dreieck, des.sen Basiswinkel halbrechtwinklig sind, die 

Basish5he kleiner als die Basis ist (s. Figur 4). 

Bewe i s .  Um (8) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dab A' in den Ebenen vom Typ Iund  [I abet 

nicht in den Ebenen vom Typ III gilt. A' gilt offenbar in H-Ebenen vom Typ I, da in ihnen die 

BasishShe im Dreieck z~PO0' gleich der Hglfte der Basis ist. 
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Ffir H-Ebenen vom Typ II und III sei 0 = (0,0), 0 0 '  die x-Achse und P = (re, m) mit m > O. 

Dann ist M = (m, 0), 0 '  = ~1_k,~2 , ~  2m 0~j und P' = ( ~ , m  O) (V/1 + k m  2 ist bier die positive L6sung 

der Gleichung X 2 = 1 + kin2). 

P / 

F / /  F ,, 
0 / /  M / /  0 ' x 

Fig. 4 

Wir werden beweisen, daft die Ungleichung dessen Bestehen vom Axiom A' gefordert wird, nimlich 

m 2m 
- -  < -  ( 9 )  
~ l  + km 2 - 1 - k i n  2 

in allen Ebenen vom Typ II giiltig ist, daft es aber in allen Ebenen vom Typ III Punkte P = (m, m) 

gibt ffir die (9) aicht besteht. Man rechnet leicht nach, daft (9) mit 

(kin2) 2 - 6kin 2 _< 3 (10) 

gteichbedeutend ist. 

In H-Ebenen vom Typ II ist die linke Seite der Ungleiehung (10) unendllch klein, da M C {a E K [ 

ka 2 E P} ist, und somit ist (10) in diesen H-Ebenen giittig. 

In H-Ebenen vom Typ III mull, damit P = (m, m) der Menge E angehgrt 

2kin 2 + 1 > 0 und 2km 2 + 1 r J sein. (11) 

Sei x = k m  2. Dann ist (10) gleichbedeutend mit 

3 -  2v/3 < x < 3 + 2v/3 

und (11) wird sicher erfiillt sein falls x > - �89  und x +  { • P. Da {a E K I ka2 E R \ P }  r 

ist, sei a0 e K, so da$ ka~ E R \ P. Es gibt somit zwei natiirllche Zahlen p und q, so dafi 

i k(Pa0) 2 < 3 - 2v~.  Wihlen  wir nun P m = qao, - i  + 1@6 < = (m, m) mit -P so wird P in E sein, 

und (10), und somit auch (9), wird nicht erfiillt sein, d.h. im Dreieck A P O 0 '  ist die H5he aus P 

l inger  als 0 0 ' .  [] 

Herrn Prof. Dr. Andreas BLASS bin ieh fiir viele Gespriche, die mir znr Klirung des Aufspal- 

tungsproblems hilfreich waren, zu Dank verpflichtet. 
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