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Der Youngschen Deutung der Beugungserscheinungen liegt die Vorstellung zu-
grunde, daB das Licht am Rand der beugenden Offnung ,,eine Art von Reflexion'
erleidet. Fir skalare Wellen 148t sich diese Auffassung streng aus der Kirchhoffschen
Niherungstheorie der Beugung begriinden, und auch ,,die Art der Reflexion‘’ 148t
sich genau definieren. — Der Gedankengang des Beweises kann auf den Fall
elektromagnetischer Wellen iibertragen werden und fithrt dort ebenfalls zu einer
Darstellung des gebeugten Feldes durch das direkte, geometrisch-optisch berechnete
Licht und einer zusitzlichen Strahlung, die als Integral {iber den Rand der Offnung
berechnet wird und als Reflexion am Rand im Sinne von YouNG interpretiert
werden kann. — Die Ausrechnung der zweifachen Kirchhoffschen Beugungsinte-
grale iiber die Offnung kann somit auch fiir elektromagnetische Felder auf die
Berechnung einfacher Integrale lings des Offnungsrandes zuriickgefithrt werden.

1. Einleitung

In der Theorie der Beugung spielt das Helmholizsche Integral eine
bedeutende Rolle. Es erlaubt das Wellenfeld in einem Halbraum H,
(dessen Begrenzung nicht notwendig eben zu sein braucht) zu berechnen,
wenn die Werte und die Normalableitung des Wellenfeldes auf der Be-
grenzung des Halbraumes bekannt sind und wenn noch eine geeignete
Bedingung im Unendlichen, etwa die Ausstrahlungsbedingung, vor-
gegeben ist.

Vom Helmholtzschen Integral wird Gebrauch gemacht, wenn man
die Beugung einer im Halbraum H, einfallenden Welle an einem Schirm ¢
berechnen will, welcher zusammen mit der Offnung G die Grenze zwischen
den Halbriaumen H; und H, bilden soll (s. Fig. 1). Man erhélt eine Néhe-
rung des Wellenfeldes in H,, wenn man auf der Schattenseite von ¢ der
Wellenfunktion und ihrer Normalableitung den Wert Null gibt, wihrend
sie in der Offnung & zusammen mit ihrer Normalableitung mit der
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130 O. LarortE und J. MEIXNER:

ungestorten einfallenden Welle iibereinstimmend angenommen wird. Diese
Naherung wird als Kirchhoffsche Niherung der Beugungstheorie be-
zeichnet. Sie ist um so besser, je groBer die Abmessungen der Offnung
und des Schirmes im Vergleich zur Wellenlidnge sind. Sie versagt, wenn
diese Abmessungen von der GréBenordnung der Wellenlidnge oder kleiner
sind.

Niherungen dieser Art sind in der praktischen Optik sehr niitzlich
und werden auch im Mikrowellenbereich zunelimend wichtiger. Thre

praktische Auswertung wird in-
* dessen dadurch kompliziert, daB3
™ # N zweifache Integrale auszufiihren
N sind. Wie Maccr® und Rusi-
Nowicz?® gezeigt haben, kann man
™ diese Integrale in einfache Inte-
e gralelingsdesOffnungsrandes ver-
wandeln. Besonders elegant und
physikalisch einleuchtend ist eine
! neue Methode von RuBINOwiIczZS,
s welche dieseTransformation durch
! Einfithrung eines neuen Vektor-
1 potentials fiir gewisse bilineare
M » Felder bewerkstelligt.
Fig. 1. Zur Beugung am Schirm ¢ mit der Offnung &. Die so erhaltenen einfachen
D, 5 Bhatmennts ¢ e Tntegrale lassen sich wegen der
durch die Fliche o+ getrennt ohnehin in der Kirchhoifschen
Niherung enthaltenen Annahme
kleiner Wellenldngen hiufig bequem nach der Sattelpunktsmethode
auswerten, und man erhilt so eine iibersichtliche Darstellung des
gebeugten Feldes bei kleinen Wellenldngen.

Dieser Ubergang von der Kirchhoffschen Niherung zum Rand-
integral von RUBINOWICZ ist bisher nur fiir skalare Wellen durchgefiihrt.
Ein entsprechender Ubergang ist jedoch auch fiir die Theorie der
Beugung elektromagnetischer Wellen méglich, soweit sie von einer
Niherung ausgeht, die der Kirchhoffschen Niherung entspricht. Diese
Niherung ergibt sich in analoger Weise aus den Larmor-Tedoneschen
Formeln %3,

Zweck der folgenden Ausfithrungen ist es, diesen Ubergang durch-
zufiithren.
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Beugung elektromagnetischer Wellen 131

2. Maxwellsche Gleichungen.
Dipolfeld und Bezeichnungsiragen

Die Maxwellschen Gleichungen fir harmonische Vorginge mit der
Zeitabhingigkeit ¢ *®’ lauten in konventioneller Schreibweise

rot€ =iwu, otH =—1weE. (2.1)

Wir wollen sie aber von jetzt ab mit Feldvektoren schreiben, die sich
von den in (2.1) benutzten durch Faktoren Vs und ]/ 1 unterscheiden. Die
Komponenten VOIIVE & seien E,, jene von ]/u $ selen H, genannt. Unter
Benutzung der Wellenzahl

epw ==k
kann man dann schreiben

ihH=—z,, giﬁ ihE, — ¢, % 0By —o; e _o. (22
Alle Indizes laufen von 1 bis 3, iiber doppelt vorkommende Indizes ist
zu summieren. &;,;, ist der dreifach antisymmetrische Einheitstensor,
s;93=1 etc. Sein Gebrauch HeBe sich vermeiden, wenn man willens
wire, die magnetische Feldstirke als antisymmetrischen Tensor zweiten
Ranges zu schreiben. Davon ist jedoch hier abgesehen.

Um das Dipolfeld zu erhalten, gehen wir von einem Hertzschen

Vektor Z aus, von dem die Feldvektoren in der iiblichen Weise abgeleitet
werden:

. 0z 2z
Hi=ike;,, 8%2 . B = ax,.a;“ +r2Z;, (2.3)

wobei alle Komponenten von Z die Wellengleichung

*Z;

Wﬁg +RZ;=0 (2.4)
erfiillen miissen*. Der Hertzsche Vektor trigt jetzt aber natiirlich
Tensorcharakier Z;; und infolgedessen werden auch die Feldstirken
Tensoren H;; und E Es handelt sich eben um die i-te Komponente
des Feldes elnes Dlpoles der entlang der j-ten Koordinatenachse orien-
tiert ist. Wir setzen dementsprechend

Zii =/ ‘Sij’
wo , (2.5)

eiky

foy=~~,

14

* Beim Einsetzen von (2.3) in (2.2) mufl man benutzen, daf3
Eoif Eamn = 6im67'n - 6-1'1167'1%
gilt. d;,, ist das Kroneckersche Symbol.
9*
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was jedenfalls (2.4) befriedigt. Hier ist » der Abstand eines festen Punktes
von einem beweglichen Punkte, dessen Koordinaten von einem beliebigen
Ursprung aus x; sein moégen (s. Fig. 1). Bei Differentiation nach x;
treten dann die Komponenten von # entlang den x,, die mit 7, bezeichnet
werden mogen, auf, so daf z.B.

O =y, (2.6)

dr’
dessen Einfithrung viele Vorteile mit sich bringt. Die gewdhnliche
Differentialgleichung, der / geniigt, kann mittels dieses Operators so
geschrieben werden:

Der Kkleine Kreis tiber / bedeutet demnach den Operator %i

P +3f + k=0 (2.7)

Ein f mit » Kreisen ist natiirlich proportional einer Zylinderfunktion
mit halbzahligem Index.

Jetzt wird der Hertzsche Tensor (2.5) in die Ausdriicke (2.3) einge-
setzt, und es ergibt sich ohne weiteres

‘Z:Iip: ikeé{?a 1,&;(7’%
Eiy= 1775+ (F+ 1218,

Beide Feldvektoren werden also Tensoren, der magnetische antisymme-
trisch, der elektrische symmetrisch in den Indizes 7, . Die obigen Aus-
driicke sind also die 7-ten Komponenten des Feldes eines entlang der
p-ten Koordinatenrichtung weisenden Dipols.

(2.8)

3. Ableitung des Rubinowiczschen Vektorpotentials

In diesem Abschnitt soll die schéne Rubinowiczsche Idee dargestelit
werden, aber in einer Art, die die Verallgemeinerungsméglichkeit von
der skalaren auf die vektorielle Beugung hervorhebt. Fiir den skalaren
Fall legen wir die Gleichungen erster Ordnung des Schalls zugrunde, die
aus der Linearisierung der hydrodynamischen Gleichungen entstehen.
Diese sind, wenn wir das Verhiltnis des Dichtezuwachses zur Ruhedichte
mit s, das Verhdltnis der Gasgeschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit
mit % bezeichnen:

sz =1ks,

e (3.1)
=1ku,.

ox 7

7

Durch Annahme der iiblichen Zeitabhingigkeit exp(—iwt) sind die
Zeitableitungen weggefallen. Nun muB ein adjungiertes Gleichungs-
system postuliert werden, dessen abhidngige Variable mit s und #,
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bezeichnet sein mégen. Dieses kann auf zwei, sich durch ein Vorzeichen
vnterscheidende Arten geschehen, eine Tatsache, der wir durch Einfith-
rung einer Grofe n = 4-1 gerecht werden. Die adjungierten Gleichungen
sind also

SZ” =1ikys,
> (3.2)
0s . -

A =1knu,.

Nach Multiplikation dieser vier Gleichungen bzw. mit 5, —nu;, —9s, ;
und Summierung tiber ¢ ergibt sich:

7

o,

(Eu'v—'_n%vs) =0. (33)
Der divergenzfreie Vektor*
V,=1k(su;,—nu,s) (3.4)

ist bilinear in den beiden willkiirlichen Ldsungen s,%; und §,%; von ('3.1)
und (3.2). Er 148t sich auch in folgender Weise schreiben

V,=% as _s ds ) (3.5)

0 x; ax;

Wenn man fiir s, §, %;, #; die Punktquellenlésungen einsetzt, d.h.

eik 1 9 elikr
S = Uy —m — — .
v C ' ik Ax; v (3-6)
- 0. J— 1 g etko
S = y U= a ’ .
0 Y odky Bx; o (3 7)
so wird
vV — eika a gikr B eikr g pike
T o 8w v v 8x; @

oder in der Bezeichnung von (2.5)

Vi=1(0) i) 7:— o) } ) o (5.8)

Dieser Vektor noch mit einem Flichenelement der Beugungséffnung
multipliziert, tritt gerade unter dem Integral bei der Kirchoffschen
Niherung auf. Wir erinnern noch daran, daB bei der Herleitung der
Kirchhoffschen Integralformel von der Divergenzfreiheit eines Aus-
drucks der Form (3.5) bzw. (3.4) Gebrauch gemacht wird, wobei s die
Lésung des Beugungsproblems, s eine Sondenfunktion der Gestalt (3.7)
ist.

* Es gibt auch einen Tensor mit verschwindender Tensordivergenz. Dieser ist
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Zu den geometrischen Verhiltnissen sei nochmals betont: Man hat
zwel vorldufig feste Punkte, der Ort des Pols O und der Aufpunkt P.
Zwischen beiden ist ein beweglicher Punkt, dessen Abstandsvektoren
von den festen Punkten 7; und g; sind. Uber ihn wird integriert, bzw.
nach seinen Koordinaten wird differenziert.

Auf Grund von (3.3) kann man nun den Vektor (3.4) bzw. (3.8) aus
einem Vektorpotential oder, wie man in der Tensorsprache sagt, von
einem antisymmetrischen Tensor 4;;=— 4, ableiten:

— 94ia
ﬁxa'

(3-9)

Fir 4,; macht man den folgenden naheliegenden Ansatz:

Ay =ri0;—0;7;) (1) Fe) (7, 0). (3.10)

Der erste Faktor ist ganz unumginglich, denn kein anderer antisymmetri-
scher Ausdruck 148t sich aus den zur Verfiigung stehenden Vektoren
herstellen. Weiterhin, da z.B.

[}

. 1\ 1

flr) :(’k“—y‘>7f (r),

kann man die Faktoren /(#), (o} im Vektor ¥, nicht anders als im Ansatz
(3.10) vorweggenommen, hervorbringen. Die eigentliche Unbekannte ist
die in ¥ und g symmetrische Funktion F(, ). Fir sie macht nun
RusiNnowicz den wesentlich spezielleren Ansatz der Unabhingigkeit
von k; d.h. die in (3.8) vorkommenden Glieder erster Ordnung in % sind
lediglich durch die Differentiation der Exponenten von f{r) und f{p)
geschaffen. Dadurch wird die Bestimmung der Funktion F(#, ) nicht
durch eine Differentialgleichung, sondern algebraisch méglich. Das

Resultat ist

Flr,o) = (3.41)

mit der Abkiirzung
A=rg+7,0, (3.12)

Die GroBe A ist der charakteristische Nenner des Rubinowiczschen
Integrals.

Die Kirchhoffsche Niherung fiir eine einfallende Kugelwelle {Quell-
punkt O, Fig. 1) ergibt sich in bekannter Weise zu

4mu(P) = [V,dF, (3-13)

wobei rechts iiber die Offnung integriert wird. Setzt man in diesem
Integral fitr V; den Ausdruck (3.9) ein, so kann man den Stokesschen Satz
anwenden und das Flichenintegral auf ein Linienintegral iiber den Rand
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der beugenden Offnung zuriickfiihren. Der Faktor 1/4 in A;; bringt
jedoch eine folgenschwere Modifikation: Er ist singuldr, wenn die Vek-
toren 7; und o; entgegengesetzt gerichtet sind. Man muf daher vor
Anwendung des Stokesschen Satzes den singuldren Teil des Integranden
abspalten, falls die Verbindungslinie OP die Offnung durchsetzt. Dies
gibt einen zusitzlichen Beitrag neben dem Randintegral, der jedoch
sehr einfach ist; er ist nidmlich gleich dem direkten Licht von O aus.

4. Die divergenzireien bilinearen Vektoren
fiir die Maxwellschen Gleichungen

Wie aus dem vorhergehenden Abschnitt hervorgeht, ist die Divergenz-
freiheit des Vektors (3.8) entscheidende Voraussetzung sowohl fiir die
Herleitung des Kirchhoffschen Integrals als auch fiir seine Umwandlung
in ein Linienintegral nach RupiNowIcz. Wenn man diese Ergebnisse
auf den Fall elektromagnetischer Felder tibertragen will, muB daher der
erste Schritt darin bestehen, divergenzfreie Vektoren zu finden, die
bilinear in den GréBen E,,, H, einerseits, E“, H, andererseits sind. Dabei
ist £,, H, eine beliebige Losung der Maxwellschen Gln. (2.2), wihrend
E,, H, eine beliebige Losung der adjungierten Maxwellschen Gleichungen
ikEj:——nsNﬁ% (4.1)

1hH; =ne;,g Zig ,
darstellt. Wie in (3.2) kann % irgendeinen der beiden Werte 4-1 an-
nehmen.

Durch Multiplikation der beiden Gln. (2.2) und der beiden (4.1)
in geeigneter Weise erhilt man zwei Vektoren, die divergenzirei sind.
Und zwar, wenn man der Reihe nach (2.2) und (4.1) mit — 17?7-,77}77-,
—n; E;, Hymultipliziert, erhalt man div V™ =0, und wenn man wiederum
der Reihe nach mit 77.7?7., Ej, —n H;, — E; multipliziert und iiber ¢
summiert, erhidlt man div V@ =,

Dabei sind V™ und V® Vektoren mit den Komponenten

V;'(l): Eiap [Ecx Eﬂ +77HKX ﬁﬂ]’ (42)
V= 5, [H,Ey—nE, Hy]. 1(4.3)

Diese sind tibrigens schon bekannt und bilden die Grundlage der Rezi-
prozitdtstheoreme der elektromagnetischen Wellentheorie (LORENTZS) *.

* Entsprechend der Anmerkung S. 133 sei erwihnt, daB es noch zwei symme-
trische Tensoren gibt, deren Tensordivergenzen auch verschwinden. Diese sind

T%)z Et'Ey + EjEi + W(Hiﬁj + Hyﬁ1) - 6ij (Eafoa + "]Hocﬁon) ’
T = E;H;+ E;H; —n(H;E; — H;E;) + Oy (MH G Ey — Eq H) .
® LorenTz, H.A.: Nederl. Akad. Wet., Verslag Afd. Natuurk. 4, 176 (1896).
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Das vektorielle Analogon der Kirchhoffschen Theorie resultiert nun,
wenn man fir die iiberstrichenen Feldvektoren die eines Dipols im Ab-
stand g, und fiir die nicht-iiberstrichenen Feldvektoren die eines Dipols
im Abstand 7, einsetzt (s. Fig. 1). Die letzteren sind schon in (2.8) ver-
merkt, die anderen sind entsprechend:

H,(3) =—iknsi001(0), }
E ( )—f(Q)Qigq (f‘l“sz)ézq

7(o) ist gleich eigﬁwie in Abschnitt 2. Auf Grund des Umstandes, daB

(4.4)

beide Paare von Feldvektoren hier als Tensoren zu behandeln sind,
entsteht eine nicht unbetrichtliche Komplikation des vektoriellen Falles.
Beide ,,Vektoren V sind jetzt Tensoren dritten Ranges:

ipg

Vi = siup(BapEpg +1Hup Hyy), } (4.5)
V(z) = E,”xﬁ(HmpEﬁqwnEapHﬁq) )

Zwischen dem ersten und den beiden letzten Indizes ist ein Komma ge-
schrieben, um anzuzeigen, daB nur die Divergenz, die in bezug auf den
ersten Index gebildet ist, verschwindet. Beide Tensoren sind ginzlich
unsymmetrisch, auch in bezug auf p und ¢. Nach Benutzung von (2.8)
und (4.4) werden sie:

%52q= 7005 (75001 1+ K21 1059) +
cuatu U+ R2 N 7, — B o)+
e 0 {(+12) fo,— B ffr) +
e (BN (0 o0, 11,

(4.6)

1 [elelie]
_k-l-/;z :ff(giypyq_vawy{)aiq) +

Qoo

+ 1 (—70p00 +7,0,0,0:p) +
(F+82) flo; vq — 05 0ig) +
+f(f+k2f)(_”i‘qu+”q‘3ip)-

(47)

An den f enthaltenden Ausdriicken ist das jeweilige Argument weg-
gelassen worden, um die Schreibweise zu vereinfachen. Da die V' und
ihre spiter abzuleitenden Tensorpotentiale 4 alle in den / und ihren
Ableitungen bilinear sind, sei es stillschweigend angenommen, dal der
an erster Stelle stehende f-Ausdruck das Argument#, der zweite das
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Argument g hat. Trotz der Unsymmetrie erfiillen die beiden Tensoren
die Bezichung

Vi3 (7.8) =—Vi(@. 7).  (s=12).

Wie das Auftreten des s-Symbols zeigt, besitzt V) Pseudocharakter
und kénnte als Tensor vierter Stufe, mit zwei antisymmetrischen ersten
Indizes, geschrieben werden. Davon ist jedoch im folgenden kein Ge-
brauch gemacht worden. V® ist offenbar ein gewdhnlicher Tensor dritter
Stufe.

Das Ziel der folgenden Rechnungen ist nun, die Tensorpotentiale
explizite aus
0 1
Vit = %ﬂTxﬂA&,)pq’
@ o 4@ (48)
Vioa = SwﬂTxﬁAa,pq
zu ermitteln. A® ist jetzt ein gewdhnlicher Tensor dritter Stufe, wih-
rend A® Pseudocharakter besitzt.

5. Konstruktion des Tensorpotentials A}};,q

Wie gerade betont, sind die beiden Gln. (4.8) von gédnzlich verschie-
dener Form, so daf} auch die Wege zur Gewinnung einzeln kurz be-
schrieben werden miissen. Beginnen wir mit 4Y und dem zugehérigen V.

Es ist klar, dal man die Aufgabe, das 4 des langen Ausdrucks (4.6)
zu finden, dadurch aufteilen kann, daB man solche seiner Terme, deren
Divergenz separat verschwindet, auch durch einen separaten A-Tensor
darstellen kann. Aus diesem Grunde erweist sich die folgende Aufteilung
als vorteilhaft:

it Vi%)q = Uypg + BT 159 (5.1)
U pg =FE8i0p?, 7’;3 51:4;]? + €iap?u0s7s 74?0;0—1‘ 31'1;4;]? “+
+ Eiag?a ”pfo?o‘* SmeaQq;;O—!— (5.2)
B {eig 7y 0 T F 7T 1) — 2y 0 0u H )+
+eipg (11411}

und dem, wie durch die eckigen Klammern angedeutet, in $ und g anti-
symmetrischen Tensor
Ii, [pg] — [(Siap O~ Eiug Qp) 7o+ (Simp ¥y — 3io<q7p) O« -+

Qg (53)
+8ipq7v Qv:l ff + kzaiquf'
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Zur Erklirung dieser anfinglich recht willkiirlich und uwmstdndlich
erscheinenden Aufteilung sei gesagt, daB die Divergenz von U ver-
schwindet unabhingig von der Bedeutung der Funktion f [definiert in
(2.5)], wihrend zum Beweis des Verschwindens der Divergenz von T
die Differentialgleichung (2.7) benutzt werden muB.

Es ist deshalb verstindlich, daB man das Tensorpotential von U
direkt ablesen kann. Dieses ist:

AEM =R 0 f+7i7p0,11 + 050,07 +
e {Qq 6jpff ¥ ‘quff}-
Der das U darstellende 4-Tensor ist natiirlich nicht eindeutig, und

mehrere auch die Symmetrie in » und g erhaltende Ausdriicke lassen sich
angeben.

Tiir das Tensorpotential A% von T gilt nach (4.8)

(5.4)

o T
T = #iap g A ey (5.5)

Der Tensor T hat die folgenden Eigenschaften:

a) Er ist antisymmetrisch in , q;

b) er bleibt bei Vertauschung von #; und p; ungeéndert;

c) er ist ein axialer Tensor dritter Stufe (d.h. er enthélt einen s-Fak-
tor); ,

d) seine Divergenz beziiglich des ersten Index verschwindet (Inte-
gralibitdtsbedingung).

Daraus schlieBt man, daB es eine Losung A, von (5.5) gibt mit
folgenden Eigenschaften:

o) Sie ist antisymmetrisch in $, ¢;

B) sie bleibt bei Vertauschung von #; und p; ungedndert;

y) sie ist ein polarer Tensor dritter Stufe (d.h. sie enthédlt keinen
g-Faktor).

Der polare Tensorcharakter von 47 »,p¢ Kann nur durch Multiplikation
einer -, einer p- und einer ¢- Komponente der Vektoren 7; und g, oder
durch Multiplikation einer solchen Komponente mit einem Kronecker-
Symbol, das die beiden anderen Indizes aufnimmt, zustande kommen.
Macht man einen Ansatz mit allen méglichen derartigen Kombinationen
— es sind deren 14 — und verlangt die Antisymmetrie in $ und g, so
tritt eine Reduktion auf den folgenden Ansatz ein

A{[P g =7 +b10:)(ry 0, —7,0) + 1857, — 0;47p) + }

) 5.6
- dy (8, 00— b3 00)1 11+ G-6)
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Die Koeffizienten a;, 8,, ¢;, d; hingen nur von den skalaren GroBen
7,0,7,0, (oderz, p, A) und im iibrigen von der Wellenzahl % ab; es kann
ihnen nach ) die Symmetrieeigenschaft

a(r, oA k) =—blo,n,A,k); o d k) =dordk) (57)

auferlegt werden. Was ihre k-Abhingigkeit betrifft, so kommt man mit
dem Rubinowiczschen Ansatz der Unabhingigkeit von %, der beim
skalaren Problem auf (3.11) fiihrte, nicht mehr aus. Das 7 in (3.8) ent-
hélt nur lineare Terme in &, wihrend 7, |, , in (5.3) quadratische Terme
enthidlt. Die Differentiation in (5.5) schafft einen Faktor 2 von der
Differentiation von ff her; einen weiteren Faktor 2 miissen wir daher
von den Koeffizienten a;, &, ¢;, d; her bekommen. Diese Uberlegung
veranlaBt uns, fiir diese Koeffizienten lineare Funktionen in % anzu-
setzen. Dieser Ansatz erweist sich nun in der Tat als erfolgreich. Geht
man mit ihm in (5.6) ein, setzt dann (5.6) und (5.3) in (5.5) ein und macht
Koeffizientenvergleich in den Potenzen von % und in den Komponenten
der Vektoren 7; und g;, so ergeben sich mehrere Gleichungen fiir a,, b,,
¢y, d;, die sich widerspruchsfrei, wenn auch etwas langwierig, 16sen lassen.
Es ergibt sich

d = k1 y—0
Yy 2134 2v A2’
¥ 1 ¥
by =— g
! 204 - 2024 - 2042 ° (5.8)
| 24’
iky 1
h=— g T

Die Summe von (5.4) und dem mit 2% multiplizierten Ausdruck (5.6)
stellt das Tensorpotential fiir V™ dar,

6. Konstruktion des Tensorpotentials A;-f)pq

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, das zu (4.7) gehérende Tensor-
potential A® herzuleiten. Auch hier ist eine Aufteilung von V&,
moglich, und zwar setzen wir

0Py pq
Oxg

0V pg

-~ (6.1)

+ Siup

1 2
TS T/;,(ﬁ)q = Eap
mit
qjtqu = % (8ocpm7q + Eogm Vp) mef -
- '.‘12 (gocpm 04 + Eagm Qq) mef - (62)

fele]
—%kzé‘aquf——%VvQ,,Eaquf
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und

agfa [oleX6) [eNele]
Eiap M:q =5 (1,0, T 7.0, (iff—0:f ) —

+ 5[0 (0, —7,) + diglop —7p) ] 11 — (6.3)
+ R0 =i 11) ’5¢q-
(6.3) stellt eine Differentialgleichung fiir ¥, ,, dar. IThre rechte Seite

hat folgende vier Eigenschaften:

a) Sie ist symmetrisch in p und g¢;

b) sie dndert bei Vertauschung von #; und g; ihr Vorzeichen;
¢) sie ist ein polarer Tensor dritter Stufe;

d) ihre Divergenz verschwindet (Integrabilititsbedingung).

Es gibt daher eine Losung von (6.3) mit den Eigenschaften:

o) Sie ist symmetrisch in $ und g;
B) sie dndert bei Vertauschung von #; und g; ihr Vorzeichen;
y) sie ist ein axialer Tensor und enthilt somit einen e-Faktor.

Dies legt folgenden Ansatz nahe

waq = EamnTm On ("p ¢, t+7, Qp) ffas +
+‘90cmn 7’m Qn 7@ 7qfsz +
+8amn7m9n Qp qufcz _l_

(6.4)
+ [eamp Vim (Qq - 1’9) + Eamg Vom (Qp - y{:)] ffdz +
+ [8o<m;b Qm('yq - Qq) + Eamq Qm(yﬁ - Q;b)] ffgz +
+ aamnym Qn 61>qfff2
mit
ay(7, 0) = a5(0,7), by (7, 0) = c2{0,7), } (6.5)
dy(r,0) =— 30, 7),  falr,0) =felo,7)-

Die sechs Koeffizienten a, bis f, hdngen im iibrigen nur von 7, ¢, 7, g,
bzw. A und von & ab. Fithrt man die Differentiationen von f(r) und
7o) in (6.3) aus, so wird die rechte Seite ein Polynom in 7% vom Grad 3,
multipliziert mit ff. Wir erwarten daher mit analoger Begriindung wie
im letzten Abschnitt, daB die Koeffizienten a, bis f, als Polynome zweiten
Grades in ¢k dargestellt werden kénnen.
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Einsetzen von (6.4) in (6.3) gibt mit grundsétzlich einfacher, aber
langwieriger Rechnung das Resultat

_ R ikfrto) (1 Aiﬁ
42 = 2704 2704 [1/@ ™ 24 +
N N ek A et
272024 4r2 922 27043
i ik 1 o—7
by = — 27 A2 + 272 /2 + v A3’
__ ik 1 70
b = 2@/12 + 292/12 + @/13 ’ (66)
ik 1 0—27
dy = 2v A + 472 A + 4r A2
ik 1 20 — ¥
b= 401 4024 + 4042 7
k2
fz :Z-

7. Herleitung der Larmor-Tedoneschen und verwandter Formeln.
{Das rdumliche Residuum)
Sei E;(r), H;(#) ein elektromagnetisches Feld, welches im Halb-
raum H, regulir ist und dort der Ausstrahlungsbedingung geniigt:
rE;,vH; beschrankt fiir »—o0 in H,, (7.1)
”E+%W’*ﬂmm»wmﬂw (7.2)
vH;— g7, E;—0
Die Losung (7.2) der adjungierten Maxwellschen Gln. (7.1) geniigt
der adjungierten Ausstrahlungsbedingung, d.h. (7.1) und (7.2), wenn
man dort 7 durch g, E; durch E;, und H; durch —y H 5q eTsetzt.
Das bilineare Feld

Viqtg’iaﬁ [HocE—ﬁq_“nEaEﬁq] (73>

hat wegen der angenommenen Ausstrahlungsbedingung die Eigenschaft
7oV, — 0 fiir r~p—oc0, und daher verschwindet das Fldchenintegral
[V , 4L, wenn man es iiber irgendeinen Teil der ,,unendlich fernen
Kugel“ H, erstreckt.

Wir schlieen nun eine kleine Kugel K mit dem Mittelpunkt P vom
Halbraum H, aus; im verbleibenden Raumgebiet H,— K ist V,, regular

i
det daher ebenfalls. Anwendung des GauBschen Satzes gibt somit
wegen des Verhaltens von ¥V}, im Unendlichen

S VigdF = § V, dF, (7.4)

und aix V,,=0. Das Integral dieses Ausdrucks iiber H, — K verschwin-
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Das Flichenelement 4 F; des linken Integrals sei so gerichtet, wie in Fig .1
angedeutet; das Flichenintegral rechts erstreckt sich fiber die Ober-
fliche der Kugel K mit nach auflen gerichteter Normalen.

Das Integral rechter Hand 148t sich im Limes K — Pleicht berechnen.
Zunichst ist nach (7.3) und (4.4)

§ VidEi=§ ecus [ Ho (Fos 00 -+ (F + 12F) 85 -
+1kE eﬁq),gvf:[dF (7.5)

Setzt man ¢ F, =g, d Fjp, so erkennt man, daf3 der Term mit ;‘okeinen
Beitrag licfert, da &;,5 05 0;=0. Der Term mit A2 gibt cinen Beitrag
der Ordnung p, der im Limes K0 verschwindet. Der Faktor von E,
ist von der Ordnung ¢ 24F. Daher darf E (Q) durch E,(P) ersetzt
werden mit einem Fehler, der wieder in der Grenze verschwindet. Der
Faktor von #, ist jedoch von der Ordnung ¢72 4T, und deshalb ist es
nétig, H, bis zu linearen Gliedern zu entwickeln, H, (Q)=H,(P)+

0; X aH (2 >+ ; H,(P) gibt wieder keinen Beitrag, da ¢ 4F, = 0. Somit
bleibt
¢V dF—Szocﬁ féﬁqéngz +
+7’k6irxﬂEa 8ﬁqyf¢QyQiT +0(9)
Nun ist
ggeﬁgde 2%’”—946i,~ und - lim g*f{g) =—1 (7.6)
und somit nach einigen Vereinfachungen wegen (2.2)
(ﬁV QF =— 2% ¢ 3H () +8.” kE,(P) =47ikE,(P). (7.7)
Zusammenfassend gllt also
4w iR E (P fawﬁ[H Es, —nE,Hy, dF,. (7.8)

Entsprechend erhilt man, wenn Eg, und Hg, das Feld eines Dipols
im Punkte P’ im Halbraum H, ist,
0 :f Eiuﬂ [HocE—éq - nEocH—lf,?q] dE’ (79)
o+
da dann im Halbraum H, keine Singularitit von V; liegt. Daher gilt,
mit beliebigem £,
47 ,Lqu(P) :f‘gz'aﬁ [Hoc (Eﬁ g + CEéq) — T]E:x (Eﬁq + Cﬁjﬁq)] dE (7'10)
o+d

oder
4mikE,(P) = [ (VI 4-LVP") dE,. (7.11)
o+d
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Aus der Symmetrie der Maxwellschen Gleichungen oder durch Bil-
dung der Rotation des letzten Ergebnisses erhdlt man

47mkH femﬁ[ nH(Hﬁq—[—é‘Hﬂq) Ea(Eﬁq+CEéq)]dE (7.12)
o+G
oder
—4mik H(P) = [ (V) +CVi{") dF, (7.13)
o+d

wenn ¥, analog zu V) in (7.3), d.h. nach (4.5) mit willkiirlichem Feld
E,, H, an Stelle des Dipolfeldes E, ,, H,, definiert ist. '

Das Feld E, (P), H,(P) ist somit durch die Tangentialkomponenten
dieses Feldes auf 6 4-0 ausgedriickt. Eine Vereinfachung ergibt sich fiir
ebene Schirme ¢, wenn zugleich ¢ als eben angenommen wird. Man
wihlt fiir Ej,, H,, das Feld eines Dipols im Spiegelpunkt P’ von P und
=1 oder —1. Dann folgen die Formelpaare

2mikE(P) = [ 6,5 H,Ep,dF, (7.14)
o+a
2mik H(P) = —1 [ 45 H,H;, dF, (7.15)
o+
G+a
2mik Hy(P) = fgmﬁE Ey, dF,. {717

Mit diesen Formeln 148t sich also das elektromagnetische Feld E, (P),
H,(P) im Halbraum H, durch die Tangentialkomponenten entweder von
E,(Q) allein oder von H, (Q) allein auf ¢ - ausdriicken. (7.14) und (7.15)
folgen auseinander auch iiber die Maxwellschen Gln. (2.2). Dasselbe
gilt fiir (7.16) und (7.17).

Die Gln. (7.14) bis (7.46) finden sich bei LuNEBERG und in
SomMERFELDs Optik™8, In dem letzteren Werk sind zwar nur (7.15)
und (7.16) explizit angegeben; die anderen beiden Formeln folgen aber
dann, wie eben erwihnt, in trivialer Weise aus den Maxwellschen Glei-

chungen.

8. Der Beitrag des direkten Lichtes
(Das zweidimensionale Residuum)

Die Beugung einer von O im Halbraum H; ausgehenden elektrischen.
Dipolwelle 148t sich ndherungsweise — in einer der Kirchhoffschen ent-
sprechenden Néherung — behandeln, wenn man in (7.10) und (7.12)

? LUNEBERG, R.K.: Mathematical Theory of Optics, 1944 (Brown University).
8 SoMMERFELD, A.: Vorlesungen fiiber theoretische Physik, Bd.IV: Optik.
Wiesbaden 1950.
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unter dem Integral E,, und H,, statt E, und H, schreibt und nur tiber
die Offnung & integriert. Man nimmt also an der unteren Schirmfliche
verschwindendes Feld an und setzt das Feld in der Offnung gleich dem
der einfallenden Welle. Dann ergibt sich wegen (4.5) fir das Feld im
Halbraum H,

4m ik EG(P) = [ [V, +L ViG] 4E, (8.1)
4 ik HY (P) f Vi, +C VA dE,. (8.2)

Es ist ausdriicklich zu bemerken, daB (7.10) und (7.12) dasselbe
elektromagnetische Feld darstellen, d.h., daB E, aus (7.10) und H, aus
(7.42) die Maxwellschen Gleichungen erfullen D1es ist fiir E?) aus (8 1)
und HY aus (8.2) nicht mehr der Fall. Sie stellen vielmehr zwei ver-
schiedene Niherungen dar. Das zu Ndherung (8.2) gehdrende elektrische
Feld E{Y berechnet sich aus H{}(P) und der zweiten Maxwellschen Glei-
chung in (2.2); analog berechnet sich das zur Niherung (8.1) gehdrende
magnetische Feld H .

Es sei zunichst angenommen, da die Linie, welche den Licht-
punkt O mit dem Aufpunkt P verbindet, die beugende Offnung nicht
durchsetzt. Der Aufpunkt P liege also im geometrischen Schatten.
Dann ist fiir alle Offnungspunkte Q der Ausdruck A=rg47,0, von
Null verschieden, die Vektorpotentiale 4 sind fiir den ganzen Inte-
grationsbereich regulir und man kann daher nach Einsetzen der Vektor-
potentiale in (8.1) und (8.2) den Stokesschen Satz anwenden. Es ergibt
sich so

4 ik EQ(P) =— ¢ [AP), +2A47) ] dx;, (8.3)

4mik HY(P) = — ¢ [AM), + AW 1dx;, (8.4)

wobei nun die Integration entlang des Offnungsrandes zu erstrecken ist.

Wenn bei allméhlicher Verschiebung der Aufpunkt P aus dem Schat-
ten tritt und von dem direkten Licht erreicht wird, tritt in allen 4-Ten-
soren (aber nicht in den A’-Tensoren) eine Singularitit auf, da der
Nenner A =7p -+7, g, auf der Verbindungslinie von O nach P verschwin-
det. Um auch jetzt den Stokesschen Satz anwenden zu kdnnen, muB man
erst von der beugenden Offnung eine kleine Kreisscheibe ausnehmen. Sie
soll senkrecht zum direkten Strahl OP sein und von ihm im Mittelpunkt
durchsetzt werden. Das Integral (8.1} oder (8.2) iiber diese Kreisscheibe
geht gegen Null, wenn der Radius & der Kreisscheibe gegen Null geht.
Der Stokessche Satz wird nun auf die Offnung mit AusschluB dieser
Kreisscheibe angewandt. Dann erhilt man wieder die Integrale (8.3),
(8.4) lings des Offnungsrandes, zusitzlich aber Integrale im entgegen-
gesetzten Umlaufsinn entlang des Kreisscheibenrandes.
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Fiir £-—>0 geben nur solche Terme in 4{Y), und 4%}, einen nicht ver-

schwindenden Beitrag, die einen Nenner /A oder A2 oder A3 enthalten,
Zu dem nach (8.3) oder (8.4) berechneten Feld tritt also noch ein Zusatz-
beitrag

AmikEEY(P) :hmgﬁA;?;ng., (8.5) 0

4i kB (P) = lim § A(),d (8.6)

24

mit Integration lings der Kreisscheibe. Der
Index 4 soll andeuten, daB diese Integrale das
direkte Licht geben.

Wir behandeln nun ausfithrlicher den Fall
(8.6). Die geometrischen Verhiltnisse sind durch
Fig. 2 erldutert. Sei

7 =7, £, 5’:97,+E’ (8.7)

Fig.2. Zur Berechnung des
und 7. 1'0, 0, entgegengesetzt gerichtet, § senkrecht direkten Lichtes

zu 7, und o g, vom konstanten Betrag £. Setzt
man A%, in (8.6) ein, so bleiben im Limes £— 0 nur die Terme,
die von kA7, [s. (5.6)] herrithren. Man erhilt daher

4 ik B (P) = im 21§ [(ayr; + b0 0y 0, — 7, 04) } .
00,0, — 0;075) + d1(0;,0,— 0,01 4§

Um die Integrationen auszufiihren, setzt man (8.7) in (8.8) ein. Es
treten dann Integrale der Gestalt

Li=9d&, I,=98d&, 1;,=4¢&E4dE, (8.9)

auf. Man berechnet sie am einfachsten, indem man sie durch Anwendung
des Stokesschen Satzes wieder auf Flichenintegrale zuriickfithrt. Be-

zeichnet man mit R den Vektor von O nach P, soist dfj=— —l;;idF .
Also wird fiir ein skalares Feld B

@Bd&kafsk,m i dﬁz%fskml%df‘. (8.10)

Anwendung dieser Formel liefert unmittelbar
- R
I, =0, Iikzeku‘é'fzn, I;;,=0. (8.11)
Damit folgt aus (8.8)

4gik Hh (P) = 21im &2 1 /(c, -+ dy) £2

Z. Physik, Bd. 153

(8.12)

10
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Nun ist nach (5.8)

o -Fd =[—ik(r o) +1]- (8.13)
und fiir kleine &
An T g2 .
e & (8.14)

Daher folgt aus (8.12)
4mik HA(P) = — 4w B (R) &, R (8.15)

Wie ein Vergleich mit (2.8) zeigt, ist H” (P) gerade das Magnetfeld
im Punkte P fiir einen in O befindlichen schwingenden elektrischen Dipol.
Das zweidimensionale Residuum des Vektorpotentials A1 », gibt also
genau das direkte Licht (durch den Index d in H{}? angedeutet).

Dieses Ergebnis ist nicht weiter iiberraschend, da bei Ausweitung des
Offnungsrandes ins Unendliche ja genau das direkte Licht herauskom-
men muB. Dann gehen aber die Integrale (8.3) und (8.4) gegen Null,
und das von der OffnungsgroBe unabhingige Residuum des Zusatz-
integrals bleibt iibrig; es muf also gerade das direkte Licht geben, auch
bei endlicher Offnung. Auf jeden Fall gibt aber das Resultat (8.15) eine
Kontrolle fitir den berechneten Ausdruck A7 bq-

Etwas langwieriger ist die entsprechende Rechnung fiir das kompli-
ziertere Vektorpotential A7 )¢ Sie fiihrt ebenfalls auf das direkte Licht
und gibt wieder eine wirksame Kontrolle der in (6.6) angegebenen Koef-
fizienten. -

9. SchluBfolgerungen und Bemerkungen

Der Umstand, daB beim vektoriellen Problem Tensoren dritter
Stufe V) %, an die Stelle des Vektors (3.8) beim skalaren Problem treten,
14Bt natiirlich auch kompliziertere Vektorpotentiale erwarten. Tat-
sichlich sind auch die Vektorpotentiale (5.4), (5.6) mit (5.8) und (6.2),
(6.4) mit (6.6) weit weniger einfach als (3.8).

Immerhin ist eine nicht unbetrichtliche Vereinfachung méglich,
wenn man beriicksichtigt, daf§ die Kirchhoffsche Ndherung nur sinnvoll
bleibt, solange sowohl die Offnungsdurchmesser als auch die Abstinde 7
und o des Lichtpunktes und des Aufpunkts vom Offnungsrand groB gegen
die Wellenldnge sind. Man bleibt daher in dieser Ndherung, wenn man
in den Potentialen £7>>1 und £p>>1 voraussetzt und damit alle Glieder
in den A&f)pq (S=1,2), die nicht den Faktor A3f/f enthalten, streicht.
Dann entsteht

AL pe =18 1] [7a6 ¢ Tap0q T+ Oup Og— 6aq’71>+
+ —( —0x) Tp0q — 74 0p) (9.1)

1

+ 5 (920 Tp +8p) — 80 7, +20)] s
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. 1 _
AS)P‘I :$k3ff[?( wpm?yq 7, + Exgm? )Q

1
’5( apmOq T Saqmep) +

1 = — -~ 0pq

! +

+—= ozpq( -7 E) Eamn¥m On N

I 1 - R
+6amn,7m9nﬁ_(y?gq+ngzbw261"1>]'

N ist eine Abkiirzung fiir die dimensionslose Gréle N =Afro=147,5,.
Die iiberstrichenen Komponenten 7,, g, sind Abkiirzungen fiir 7,/7, o,/p,
also Komponenten der Einheitsvektoren in Richtung der Vektorenv,, g,.

Bemerkenswert an den Darstellungen (9.1) und (9.2) der Vektor-
potentiale ist, da3 die Abstdnde 7, ¢ nur in den Faktoren /(#) /(o) ein-
gehen. Der Inhalt der eckigen Klammern hdngt nur von den Richtungen
der Verbindungen vom Randpunkt der Offnung zu Lichtquelle und
Aufpunkt ab. Damit bestitigt sich auch hier die Youngsche Deutungs-
moglichkeit der Beugungserscheinungen einerseits, ihre Aquivalenz mit
der Kirchhoffschen Niherung, also im wesentlichen dem Huygenschen
Prinzip, andererseits. Und schlieBlich wird prézisiert, in welcher Weise
ein Element des Offnungsrandes die in der Richtung 7, einfallende Welle
nach der Richtung g, ,reflektiert”, Dieser Reflexionsfaktor ist durch
den Ausdruck Aéfi, ; A%,]ff gegeben, wenn die d x, die Komponenten des
vektoriellen Linienelements sind; er hingt, wie schon erwdhnt, nur von
7, g, und dx; ab.

Ist speziell die einfallende Welle eine ebene Welle, und liegt der
Aufpunkt P im Unendlichen, so sind die Inhalte der eckigen Klammern
in (9.1) und (9.2) lings des Offnungsrandes konstant. Es kommt also
fir die Berechnung des gebeugten Feldes im wesentlichen auf das
Integral von ffdx, lings des Offnungsrandes an.

Zum Schlul moégen noch einige mathematische Gedanken hier er-
wahnt werden. Aus dem Verschwinden der Divergenz des V-Vektors
folgt ¢m Prinzip natiirlich die Existenz eines Vektorpotentials sofort,
und zwar sowohl im skalaren wie im vektoriellen Beugungsproblem,
gleichgiiltig was die Diemensionszahl des Raumes ist, in dem das Pro-
blem formuliert ist. Aber daB diese Potentiale nicht nur im Prinzip,
sondern in manchen Féllen tatsichlich auch ganz einfach explizite er-
mittelt werden kénnen, ist eigentlich ein unerwarteter Umstand. Die
Methode ist dabei die Verallgemeinerung der Rubinowiczschen Methode,
derzufolge alle Potentiale als Polynome, d.h. als abbrechende Reihen
in & bestimmt werden. Der Ansatz fiir irgendeine Koeffizientenfunk-
tion eines Tensorpotentials:

a=(aWE +a" V4 4 d) f(r) o),
10*
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wo s um 1 niedriger ist als die hochste in V' vorkommende Potenz von £,
fithrt zum Ziel im Falle der skalaren und der vektoriellen Beugung im
dreidimensionalen Raume, und wie wir uns {iberzeugt haben, auch in
allen Rdumen ungerader Dimensionszahl.

In Réiumen gerader Dimensionszahl, also besonders in dem inter-
essanten zweidimensionalen Fall, versagt diese Methode ginzlich, und
es gelingt nicht mehr, das Vektorpotential explizite als ein Polynom in %
darzustellen. Der unmittelbare mathematische Grund dafiir ist, daB
im gerade-dimensionalen Falle die /() Hankelsche Funktionen mit ganz-
zahligem Index werden, d.h. also Funktionen, die einer Differential-
gleichung erster Ordnung nicht genfigen. Zwar kann man im zwei-
dimensionalen Falle das pseudoskalare Potential 4, mit Hilfe seiner
Poisson-Gleichung als Integral in geschlossener Form darstellen, aber
der Vorteil, die Anzahl der Integrationen des Kirchhoff-Integrals um
eine verringert zu haben, geht hier natiirlich verloren. Es ist anzuneh-
men, daB das Versagen des Young-Rubinowiczschen Gedankens in
geraden Dimensionen mit den bekannten Schwierigkeiten des Huygens-
schen Prinzips in eben diesen Riumen zusammenhdngt.



