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Zur Interpretation des Paramagnetismus der
Eisengruppe.

Von Otto Laporte in Ann Arbor, Michigan.

Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 10. Februar 1928.)

Die von A. Sommerfeld und dem Verfasser iriiher gegebenen Formeln fiir die
Suszeptibilitdt enthalten die Aufspaltungen der Grundterme der Spektren der be-
treffenden Ionen. In dieser Arbeit werden die Aufspaltungen mittels der relati-
vistischen Dublettformel berechnet. Die auf diesem Wege rein spektroskopisch er-
haltenen Magnetonenzahlen stimmen in keinem Falle mit den beobachteten iiberein.
Auch bei den seltenen Erden scheint sich derselbe Effekt bemerkbar zu machen.
Verschiedene mogliche Erklirungen dieser Diskrepanz werden diskutiert.

Vor ungefahr einem Jahre zeigten A.Sommerfeld und der Ver-
fasser*, daB die strenge Giiltigkeit des Curieschen Gesetzes y =— C/T
wesentlich von der Gruppierung der Niveaus der einzelnen paramagneti-
schen Molekiile oder Ionen abhingt. In mehreren wichtigen Arbeiten
zeigte darauf Van Vleck** dal man vom Standpunkt der Wellen-
mechanik sowohl das Langevinsche Gesetz fiir den Paramagnetismus
als aunch die analoge Debyesche Formel fiir die Molekularrefraktion ab-
leiten kann. Der Van Vlecksche Beweis, der in weitem MaBe vom
Modell unabhéingig ist, hat nur zur Voraussetzung, daf in den in Frage
kommenden, mit permanenten magnetischen oder elektrischen Momenten
begabten individuellen Systemen keine dem Grundterm so nahe benach-
barten angeregten Zustinde vorkommen, die zu Frequenzen Anlaf geben,
welche von der GroBenordnung % 7'/h sind.

Da, wie in der oben erwahnten Arbeit gezeigt wurde, solche natiir-
liche mit kT/h vergleichbare Frequenzen in der Tat in der Eisengruppe
vorkomuwen, ist zur Interpretation der dort gemessenen Magnetonenzahlen
nicht nur die Kenntnis der tieferen Terme der betreffenden Tonen not-
wendig, sondern auch die genaue Kenntnis der Energiedifferenzen zwischen
den verschiedenen Termen.

* 0. Laporte und A. Sommerfeld, ZS. f. Phys. 40, 333, 1926.
#+% J H. Van Vleck, Phys. Rev. 29, 727, 1927.
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Es sei hier gleich bemerkt, daB dieser die Interprefation der
Magnetonenkurve der Eisengruppe so sehr erschwerende Umstand fiir die
seltenen Erden nicht (oder nur unwesentlich; vgl. S. 768) beriicksichtigt zu
werden braucht, da die Aufspaltungen wegen der viel hoheren Kernladung
bedeutend grofer als 47k geworden sind. Die iiberraschend gute Uber-
einstimmung der Hundschen * theoretischen Magnetonenkurve mit den ge-
messenen Werten fiir die seltenen Erden sehen wir als deutlichen Beweis
an, daB diese auf die Theorie der Serienspektren aufbauende Interpretation
im Prinzip richtig ist. Es ist wichtig, festzustellen, daB sich in der Tat
die Quantenzahlen der tieferen Terme der Ionen auch in Lisung erhalten
und daf der Einfluf der Anionen sowie der Molekiile des Losungsmittels
nur geringfiigig ist. Wir wiinschen dies besonders. im Hinblick auf Ver-
suche von Joos* und von Bose*** hervorzuheben, welche die Inter-
pretation der Magnetonenzahlen auf ganz anderer Basis versuchen.

Die Ableitung der notigen Formeln sei in Kiirze gegeben. Wir
gehen aus von der Energie eines Atoms oder Tons im Magnetfeld:

&,m = mg (j;1,8) up H, 1)

wo m die magnetische Quantenzahl, g den Landéschen Aufspaltungs-
faktor, up das Bohrsche Magneton und I die Feldstirke bedeutet. Die
Energiedifferenz zwischen den einzelnen durch j unterschiedenen Niveaus
eines Termmultipletts sei

& = hc.dvj, (2)
wo Av; den Abstand vom tiefsten Niveau des Terms bedeutet. Dann

wird die mittlere magnetische Energie, d.h. das Produkt von Magneti-
sierung M und Feldstirke H von N Jonen:

_Hmty
MH _ qmt X 2rgme T .
N N Gmty ©

* . Hund, ZS. f. Phys. 33, 855, 1925.

* &, Joos, Ann. d. Phys. 81, 1076, 1926.

#k% ], M. Bose, ZS. f. Phys. 48, 864, 1927. Dieser Verfasser sieht als Haupt-
vorteil seiner Theorie die Erklirang des von der Art des Metalls unabhingigen
Einstein-de Haas-Effekts an. Dieser scheint jedoch eher dadurch zustande zu kommen,
daf das Verhiltnis der magnetischen und mechanischen Momente der freien
Leitungselektronen, nicht der Metallatome gemessen wird.
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Durch Entwickeln der e-Funktion nach Potenzen von H erh3lt man in

erster Niherung:

he Avj

e ., GG @i+ T

= gy M = BB R 7y, ) €))

Si@j+ e FT

was mit der L c. gegebenen Formel iibereinstimmt*.

Wegen des Auftretens der /v; wire im Prinzip also zur Berechnung
der Magnetonenzahlen in der Eisengruppe eine genaue Kenntnis der
Spektren der zwei- und dreifach ionisierten Atome notig. Die Hundsche
Theorie der Spektren gibt in der Tat eine genaue Voraussage iiber den
Charakter des tiefsten Terms, d. h. iiber die Quantenzahlen 1,s, j. Die
Berechnung der Aufspaltungen 4v; wurde dagegen (Lc.) durch
Durchrechnung der zwei Grenzfalle he Jv; > kT und hedv; L kT
umgangen. Auf diese Weise ergaben sich zwel Magnetonenkurven fiir
sehr hohe und sehr niedrige Temperaturen. Bis auf zwei lagen in der
Tat alle beobachteten Magnetonenwerte zwischen diesen beiden Kurven.

Die in letzter Zeit erzielten grofien Fortschritte in der Entwirrung
hoherer Funkenspektren haben nun gezeigt, daf die Sommerfeldsche
relativistische Dublettformel

dv _ Z—a* (5)
R w2l + 1)
die Aufspaltungen homologer Terme in Funkenspektren gleicher Elek-
tronenzahl gut wiederzugeben vermag. Dadurch wird es jetzt muglich,
die in (4) vorkommenden ; fiir die hoheren Funkenspektren aus denen
der weniger ionisierten Spektren zu berechnen und einen genauen Vergleich
der Theorie mit der Erfabrung auszufiihren.

* Hs sei hier auf folgenden Fall aufmerksam gemacht. Nehmen wir die
Separation &/ »; als sehr klein an, selbst verglichen mit der durch das Feld hervor-
gerufenen Aufspaltung, dann muf man in gbigen Formeln g durch

E'm_s,'m.l = (2 ms+ml) /I’BH

und die einfachen Summen iberall durch doppelte nach m, und m, ersetzen. Man

erhilt dann

wly, = o3 4s(s+ 1410+ 1))
Tatsdchlich sind aber die in der Eisengruppe vorkommenden </ »,, obwohl sie mit
kT/hc vergleichbar sind, immer groB gegen w H. Um bei der uns interessierenden
GriBenordnung der «/» die obige Formel anwenden zu diirfen, miifite man aubBer-
dem zu sehr hohen Temperaturen gehen, um das Entwickeln der e-Funktion zu

rechtfertigen. Obige von Van Vleck gegebene Formel scheint auf unseren Fall
nicht anwendbar.
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Obwohl es fiir Spektren mit nur wenigen Elektronen, d.h. am Anfang
der Periode, zweckmiBiger erscheint, statt der Sommerfeld schen Dublett-
formel (5) die Landésche, welche (Z — 6)* durch Z} Z: ersetzt, zu be-
nutzen, haben wir uns im folgenden durchweg der ersteren bedient, selbst
wenn man dadurch einen stirkeren Gang der Abschirmungszahlen in
Kauf nehmen muf. Es geschah das, um alle 6-Werte von der gleichen
Groflenordnung zu haben.

Die Terme, die die Hundsche Theorie fiir die Normalzustinde der
einzelnen Ionen voraussagt, sind bzw. fiir 0,1,2,3 ... d-Elekfronen:

1S, 2D, 3F, 4E 51), GS,A5D, 4F: 3F, QD, 1g,

Sie sind in der ersten Hilite der Periode, d. h. bis zum ®S-Term, regel-
recht, in der zweiten verkehrt.

Nach einer noch unpublizierten Theorie von Goudsmit miissen die
Aufspaltungen der fiir zwei, drei, sieben und acht Elektronen als Grund-
terme erscheinenden F-Terme mit 2 multipliziert, d. h. gleichsam vom
1-Wert 3 auf den I-Wert 2 reduziert werden, um eine Anwendung von (5)
zu ermoglichen.

Tabelle 1.
Konfiguration 3 g,

& Term Spekirum 4v; 4 ew
K 2,74 16,08 —

: Ca* 60,8 13,60 —

1 2 ] (]

d D { So++ 197 12,40 124
Tit++ 384,5 11,83 10,4

P sp Se* 184,9 13,21 —
Titt 421,9 12,44 15,8

Ti* 307,6 13,17 —

p s VHt 580 12,64 16,1
Crtt+ 912 12,45 13,0

Mptitt 1270 12,20 10,0

v+ 339,3 13,17 —

dt 5D { Crt+ 566 12,8 18,6
Mnttt 852 12,6 15,7

s 5D { Mn* 635,3 13,48 —
Fett 998 13,1 32,3

& g Fe* 1244,9 13,24 —
Cott 1890 13,1 32,8

Cot 1650 13,55 —

8 3 )
d F { Nit+ 2347 13.31 27,8
0 ap | N 1530 13,65 —
|| Cutt 2130 13,4 17,64
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Die so erhaltenen Abschirmungskonstanten ¢, Aufspaltungen 4 v und
[nach (4) berechneten] Weissschen Magnetonenzahlen wy sind in der
vorstehenden Tabelle 1 zusammengestellt. Extrapolierte Werte sind durch-
weg kursiv gedruckt. Auf folgendem Wege wurde die Rechnung aus-
gefithrt: In den meisten Fillen ist der zur Konfiguration d* gehbrige
Term im ersten Funkenspektrum beobachtet. Die Summe seiner Auf-
spaltungen findet sich in der vierten Spalte. Sodann wurden mittels
Formel (5) — nach eventueller Multiplikation mit 2 — die zugehorigen
Abschirmungszahlen ¢ berechnet und auf héhere Funkenspektren extra-
poliert. Bei dieser Extrapolation wurde nicht nur die bekannte langsame

4w
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Fig. 1.

Abnahme der 6 korrespondierender Terme mit zunehmender Kernladung
in Betracht gezogen, sondern auch die Anderung der ¢ in entsprechenden
Termreihen vom Typus (d?—'s) und (d*—2s?), deren Aufspaltungen in
zahlreichen Funkenspektren bekannt sind*. Nur fiir acht bzw. neun
Elektronen sind die betreffenden Terme 3F bzw. 2D iiberhaupt noch in
keinem Spektrum aufgefunden worden. Unsere in diesen Fillen vielleicht
etwas unsichere Extrapolation hat aber auf die in der lefzten Spalte an-
gegebenen up- Werte nur geringen Einfluf. Wie man aus der gleich zu
beschreibenden Fig. 1 ersieht, sind fiir acht und neun d-Elektronen die be-
rechneten gy-Werte gegen eine Anderung der 4 v nur wenig empfindlich.

* Vgl. mehrere Arbeiten von R. C. Gibbs und H. E. White, Phys. Rev. 1927.
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Unsere jetzige Figur ist der 1. c. mitgeteilten shnlich. Die beiden
ausgezogenen Kurven stellen wie frither die theoretischen Werte uy- fiir
hedv > kT uwnd hedv L kT dar.  Die durch lang gestrichelte bzw.
strichpunktierte Linien verbundenen Kreuzchen sind die in der sechsten
Spalte der Tabelle angegebenen berechneten wp-Werte. Die experimen-
tellen Werte, dieselben wie in der fritheren Arbeit, sind durch Kreise
dargestellt, die durch fein gestrichelte Linjen verbunden sind.

Wie man sieht, kann von Ubereinstimmung in keinem der Fille,
wo ein vielfacher Term vorliegt, die Rede sein. Nur fiir die Konfigura-
tion d°, die einen 8S-Term, einen Einfachterm, zur Folge hat, ergibt sich,
wie auch schon 1. c. hervorgehoben wurde, Ubereinstimmung. Man kann
die allgemeine Folgerung ziehen, daff, obwohl der Einfluf der htheren
Niveaus eines Multipletterms auf den pp-Wert ein wesentlicher sein mub,
die Mittelung nach (4) doch in keinem Falle auch nur zu annihernder
Ubereinstimmung fithrt. Die berechneten Werte liegen in der ersten
Halfte der Periode zu tief, in der zweiten zu hoch, verglichen mit den ge-
messenen. Man kanu die Abweichung auch so formulieren, daf die nach (4)
berechnete Anzahl Ionen im j-ten Teilniveau

Sl

m = (2§ + e * (6)
zu klein ist; in Wirklichkeit befinden sich in den hoheren Niveaus mehr
Tonen als nach obiger Formel.

Man kann diesen Tatbestand auf verschiedene mehr oder weniger
unbefriedigende Weisen zu erkldren versuchen. Es konnte behauptet
werden, daB, obwohl die nach (5) berechneten Aufspaltungen im gas-
formigen Zustand richtig sind, im fliissigen oder festen Zustand die ver-
schiedenen Niveaus nicht so genau, jedenfalls nicht was ihren Abstand
betrifft, erhalten zu sein brauchen. Unbefriedigend ist an diesem Er-
klarungsversuch, daf man nicht einsieht, warum die ®D- und *F-Terme,
die fiir sechs und sieben Elektronen als Grundterme erscheinen, im
flissigen oder festen Zustand so gut wie gar nicht aufgespalten sein sollen,
und warum fiir acht und neun Elektronen in den Termen sogar die
Reihenfolge der Niveaus umgekelirt wie im Gaszustand sein soll. Anderer-
seits mufl aber doch eine gewisse Verinderung der Terme und Niveaus
beim Ubergang aus dem gasformigen in den fliissigen Aggregatzustand
stattfinden. Denn nur so kann man sich die zuerst von Joos hervor-
gehobene Tatsache erkliren, daff, obwohl die Absorption der Ldsungen
der Salze der Eisengruppe im Sichtbaren liegt, sicherlich keines der in
Frage kommenden Funkenspektren Absorptionslinien mit einer Wellen-
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linge groBer als 1700 A-E. aufweist. Uberhaupt ist es nur plausibel,
daf die (um mehrere Volt) hoheren Terme im Spektrum eines Ions in
Losung betrichtlich veriindert, z. B. dem Grundzustand niher gertickt
werden, da solche Terme doch zu viel weniger stabilen, leichter beein-
fluBbaren Zusténden gehioren. So erkliart sich auch der von Joos (l.¢.)
erwihnte Zeemaneffekt der Absorptionslinien der Liosungen seltener
Erden, der durchaus von dem im Gaszustand zu erwartenden abweicht.
‘Wie indessen schon hervorgehoben wurde, verbieten die erfolgreiche Be-
rechnung der Magnetonenzahlen der seltenen Erden und die vielfachen
Bestatigungen der zu dieser Berechnung benutzten Pauli-Hundschen
Theorie die Annahme der von Joos vertretenen Anschauung, daf in
Salzlosungen fiberhaupt nur der Magnetismus wnd die Absorption von
Komplex-lonen, nicht der Metallkationen gemessen werden.

Des weiteren konnte man Einwinde gegen den Gebrauch der Ver-
teilungstormel (6) wegen der Metastabilitit der hoheren Niveaus eines
Terms richten. Man sollte meinen, dall wegen des metastabilen Charakters
tatsiichlich eine Anhdufung von Ionen in diesen Zusténden stattfinden
wiirde, da die einmal in diesen Zustand gekommenen Ionen keine
Gelegenheit haben, in den Grundzustand zuriickzukehren. Indessen iiber-
legt man sich leicht, da ein solches Verhalten ebensosehr die Intensitits-
regeln der Multipletts verdindern miifte, besonders die Ornstein-
Dorgelosche Summenregel. Doch sind 'gerade diese Regeln durch
zahlreiche Messungen sichergestellt; kleine Abweichungen von einer fiir
uns gar nicht zu beachtenden Grifenordnung kénnen ungezwungen durch
beginnende Abweichung von der Russell-Saundersschen Kopplung zu
anderen Kopplungsschemas erklirt werden.

Man kinnte schlieflich noch einen prinzipiellen Einwand gegen die
Art der benutzten Statistik und damit gegen (6) richten. Die fiir lonen
zweifellos zu benutzende Fermi-Dirac-Statistik verkntipft, wie Pauli*
gezeigt hat, aufs engste die Verteilung tiber die verschiedenen Trans-
lationsenergieniveaus &, und iiber die Energieniveaus des individuellen
Teilchens, ¢ und &,. Es diirfen ndmlich nur solche Ionen gleiche j- und
m-Werte haben, die verschiedene Translationsenergien besitzen. Es ist
nun durchaus denkbar, daf im fliissigen und besonders im festen Zustand
die Tranlationshewegungsmoglichkeiten so eingeschrinkt sind, daB die
Verteilung tiber die Niveaus des individuellen Ions nicht mehr der
Maxwell-Boltzmannschen entspricht, sondern daB mehr Ionen in den

* W. Pauli, ZS. {. Phys. 41, 81, 1927.
Zeitschrift fir Physik. Bd. 47. 51
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hoheren Zustinden sind. Dies wiirde dem Verhalten eines der Fermi-
Diracschen Statistik folgenden Giases bei sehr tiefen Temperaturen ent-
sprechen, wo ja auch mehr Molekiile in hoheren Niveaus g sich befinden,
als einer reinen Boltzmannverteilung entspriche (Nullpunktsenergie und
-druck). Andererseits spricht gegen diese Auffassung die weitgehende
Unabhiingigkeit der paramagnetischen Suszeptibilitit, sowohl vom chemi-
schen Charakter des Anions (z. B. Chlorid oder Sulfat) als auch vom
Aggregatzustand (festes Salz oder verdiinnte Losung).

Eine Diskrepanz im gleichen Sinne, wie sie in der Eisengruppe vor-
liegt, findet sich iibrigens auch in der Magnetonenkurve der seltenen
Erden. Wie schon erwihnt, konnte Hund gute Ubereinstimmung mit
den experimentellen Werten erzielen unter der Annahme, daf die Aui-
spaltungen der Grundterme grof sind verglichen mit kZ/h. Nur im
Falle des Eu***-Ions ergab sich eine grofere Abweichung, die 1. ¢. eben-
falls durch Hereinspielen der hoheren Niveaus zu deuten versucht wurde.
Es ist aber nicht schwierig, diesen Emfluf quantitativ zu schitzen, ob-
wohl noch keine Spektren der seltenen Erden entwirrt sind. Denn
ebenso wie die in Tabelle 1 auf S. 764 angegebenen Abschirmungszahlen
alle in der Nihe der Abschirmungszahl des Rontgendubletts M, M,
liegen, mufl es auch miglich sein, in erster Niherung die Aufspaltungen
des in Eu*** den Normalzastand reprisentierenden "F (f%)-Terms aus der
Abschirmungszahl des Dubletts N, N,, zu erhalten. Indem wir fiir diese
letztere den iiblichen Wert 34 einsetzen, erhalten wir fiir die Total-
aufspaltung #'F etwa 5400 und nach (4) fiir die Magnetonenzahl in
Weisseinheiten:

pw = 8,61,
wihrend als beobachtete Werte
15,5 und 17,9
angegeben werden. Der berechnete Wert ist viel zu klein. Die Ab-

weichung ist also in derselben Richtung und von derselben GrioBenordnung
wie in der Eisengruppe. Es scheint sich also hier um einen allgemeinen
Eifekt zu handeln, der sowohl in der Eisengruppe wie in den seltenen
Erden auftritt.

In diesem Zusammenhang sei noch auf eine #hnliche Diskrepanz
hingewiesen, die von Kuhn#* in seinen Untersuchungen iiber die anomale
Dispersion von Metalldimpfen entdeckt wurde. Aus der Magnetorotation
konnte Kuhn direkt die Anzahl Atome in einem bestimmten Quanten-

* W. Kuhn, Danske Vid. Selskab 7, Nr. 12, 1926.
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zustand bestimmen. Er fand nun fiir Thalliumdampf einerseits die Zahl
der bei einer bestimmten Temperatur in den beiden tiefen Termen 2Py,
und %P3, sich befindenden Atome, andererseits berechnete er das Ver-
hiltnis der Besetzungszahlen der beiden Niveaus aus dem Boltzmann-
schen Verteilungsgesetz. Die beiden so ermittelten Werte fiir ns),/ny),
stimmten nicht miteinander iiberein; und zwar ergab sich nach der
Quantenstatistik ein etwa fiinfmal kleinerer Wert. In Wirklichkeit
schienen also fiinfmal mehr Atome sich im htheren Zustand ®Ps, zu be-
tinden, als nach dem Verteilungsgesetz vorausgesehen war. Eine Deutung
der Erscheinung wurde von Kuhn nicht gegeben. Diese von Kuhn be-
merkte Abweichung von der Boltzmannverteilung liegt in derselben
Richtung wie die von uns diskutierte in der Eisen- und Erdengruppe.

Zum SchluB sei noch einmal die Wichtigkeit neuer Messungen her-
vargehoben, die die Abhingigkeit der Magnetonenzahlen von der Tem-
peratur, die durch (4) gefordert ist, nachpriifen sollen. Wenn auch, wie
wir gesehen haben, der Absolutwert des magnetischen Moments durch
die hier gegebenen Formeln nicht richtig wiedergegeben wird, so ist es
doch wichtig, zu erfahren, ob in der Tat fiir hthere oder niedrige Tem-
peraturen die beiden Grenzkurven erreicht werden. Auch die spezifische
Wirme der Salze der Eisengruppe sollte den Einfluf der hoheren Niveaus
des Grundterms des Tons zeigen, wovon man sich durch zweimalige ge-
eignete Differentiation der Zustandssumme Egj ¢ "% [*¥T pach der
Temperatur iiberzeugt. Durch Messung der spezifischen Wérme miiften
sich viele der hier aufgeworfenen Fragen entscheiden lassen, insbesondere.
die Frage, wieweit die im Gaszustand als Spektralterme auftretenden
Energiezustinde auch im festen oder fliissigen Zustand vorhanden sind.

Herrn Stud. R. ¥. Bacher, der die vielen numerischen Rechnungen
ausfithrte, sei auch an dieser Stelle herzlichst gedankt. Den Herren
Dennison, Goudsmit, Oppenheimer und Uhlenbeck bin ich fiir
viele Ratschlige und Diskussionen zu groBem Danke verpilichtet.

Ann Arbor, Mich.,, U.S. A., University of Michigan Januar 1928.




