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Der Youngschen Deutung der Beugungserscheinungen liegt die Vorstellung zu- 
grunde, dab das Licht am 1Rand der beugenden 0ffnung ,,eine Art yon Reflexion" 
erleidet. Fiir skalare Wellen 15~gt sich diese Auffassung streng aus der IKirchhoffschen 
N~herungstheorie der Beugung begriinden, und auch ,,die Art der Reflexion" 1/igt 
sich genau definieren. -- Der Gedankengang des Beweises kann auI den Fall 
elektromagnetischer ~rellen iibertragen werden und fiihrt dort ebenfalls zu einer 
Darstellung des gebeugten lVeldes durch das direkte, geometriseh-optisch berechnete 
Licht und einer zus~tzIichen Strahlung, die als Integral fiber den Rand der Offnung 
bereehnet wird und als Reflexion am Rand im Sinne yon You~cG interpretiert 
werden kann. -- Die Ausrechnung der zweifachen Kirchhoffschen Beugungsinte- 
grale fiber die 0ffnung kann somit auch fiir elektromagnetische Felder auf die 
Berechnung einfacher Integrale l~ngs des 0ffnungsrandes zuriickgefiihrt werden. 

1. Einleitung 

In der Theorie der Beugung spielt das Helmholtzsche Integral eine 

bedeutende  Rolle. Es  er laubt  das Wellenfeld in einem H a l b r a u m  H 2 

(dessen Begrenzung nicht  notwendig eben zu sein braucht)  zu bcrechnen,  

wenn die Wer te  und die Normalable i tung  des Wel]enfeldes auf der Be- 

grenzung des Halbraumes  bekannt  sind und wenn noch eine geeignete 

Bedingung im Unendlichen,  e twa die Ausst rahlungsbedingung,  vor-  

gegeben ist. 

Vom Helmhol tzschen  In tegra l  wird Gebrauch gemacht ,  wenn man  

die Beugung einer im Ha lb raum H 1 einfallenden Welle an einem Schirm a 

berechnen will, welcher zusammen mi t  der 0 f fnung  8 die Grenze zwischen 

den Halbr~iumen H 1 und H 2 bilden soll (s. Fig. 1). Man erh/ilt eine N~the- 

rung des Wellenfeldes in H2, wenn man  auf der Schat tensei te  yon a der 

Wel lenfunkt ion  und ihrer Normalable i tung  den Wer t  Null  gibt, w~hrend 

sie in der 0 f fnung  ~ zusammen mit  ihrer Normalab le i tung  mi t  der 
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ungestSrten einfaltenden WeRe fibereinstimmend amgenommen wird. Diese 
N~iherung wird als Kirchho//sche Ndherung der Beugungstheorie be- 
zeichnet. Sie ist um so besser, je grSger die Abmessungen der 0ffnung 
und des Schirmes im Vergleich zur Wellenl~inge sind. Sie versagt, wenn 
diese Abmessungen yon der Gr6Benordnung der Wellenl~tnge oder kleiner 
sin& 

Ngherungen dieser Art sind in tier praktisehen Optik sehr nfitzlieh 
und werden auch im Mikrowellenbereich zunehmend wichtiger. Ihre 
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F i g .  1. Z u r  B e u g u n g  a m  S c h i r m  e m i t  d e r  0 I f n u n g  ~ .  

O LiehtqueIle, P Beobachtungspunkt, Q variabIer 
Punkt. Die beiden Halbr/iume H, und H~ werden 

dutch die F1/iche e +'~ getrennt 

praktische Auswertung wird in- 
dessen dadurch kompliziert, dab 
zweifache Integrale auszufiihren 
sind. Wie MAGGI 1 und RuB> 
Nowlcz 2 gezeigt haben, kann man 
diese Integrale in einfache Inte- 
grale 1/ings deslJffnungsrandes ver- 
wandeln. Besonders elegant und 
physikalisch einleuchtend ist eine 
neue Methode yon RUBINOWICZ a, 
welche dieseTransformation durch 
Einftihrung eines neuen Vektor- 
potentials far gewisse bilineare 
Felder bewerkstelligt. 

Die so erhaltenen einfachen 
Integrale lassen sich wegen der 
ohnehin in der Kirchhoffschen 
N~iherung enthaltenen Annahme 

kleiner Wellenl~tngen Mufig bequem nach der Sattelpnnktsmethode 
auswerten, und man erh/ilt so eine fibersichtliche Darstellung des 
gebeugten Feldes bei kleinen Wellenl~ingen. 

Dieser ~bergang yon der Kirchhoffschen N~herung zum Rand- 
integral yon RuBINOWlCZ ist bisher nur ffir skalare Wellen durchgeffihrt. 
Ein entsprechender ~bergang ist iedoch auch ftir die Theorie der 
Beugung elektromagnetischer Wellen mSglich, soweit sie yon einer 
N~therung ausgeht, die der Kirchhoffschen N~iherung entspricht. Diese 
N~therung ergibt sieh in anMoger Weise aus den Larmor-Tedoneschen 
Formeln 4, 5. 

Zweck der folgenden Ausfiihrungen ist es, diesen {Jbergang durch- 
zuffihren. 

1MAGGI,  G .A. :  Ann .  di Mat .  I I a  16, 21 (1888). 
RUBINOWICZ, A. :  A n n .  d. P h y s .  53, 257 (1917); 73, 399 (1924). 

a RuBI~owIcz ,  A. :  A c t a  p h y s .  Polonica  12, 225 (t953). 
4 L~RMOR, J . :  Proc .  Lond .  Math .  Soc. (2) 1, I (1903). 

T~DONE, O.: A t t i  Aecad .  Naz.  Lincei,  Rend . ,  Ser. V 26, 286 (1917). 
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2. Maxwellsche Gleichungen. 
Dipolfeld und Bezeichnungsfragen 

Die Maxwellschen Gleichungen ftir harmonische Vorg/inge mit der 
geitabh~tngigkeit e - i~  lauten in konventioneller Schreibweise 

rot ~ = ico,u gO, rot g~ = -- ico s ~. (2.1) 

Wir wollen sie aber yon jetzt ab mit Feldvektoren schreiben, die sich 
yon den in (2.t) benutzten durch Faktoren ]/Tund ]/~ unterscheiden. Die 

Komponenten von]/e-@ seien E~, jene von V,t~ g) seien H a genannt. Unter 
Benutzung der Wellenzahl 

eVT~-(o = k 
kann man dann schreiben 

i kHj=- - s j~  ~E~, ; ikEi OH~. aE~ _ 0; OH~ = 0. (2.2) 

Alle Indizes laufen yon I bis 3, tiber doppelt vorkommende Indizes ist 
zu summieren, eii ~ ist der dreifach antisymmetrische Einheitstensor, 
s~ 3 = 1 etc. Sein Gebrauch liel3e sich vermeiden, wenn man willens 
w~ire, die magnetische Feldst~rke als antisymmetrischen Tensor zweiten 
Ranges zu schreiben. Davon ist jedoch hier abgesehen. 

Um das Dipolfeld zu erhalten, gehen wit yon einem Hertzschen 
.--> 

Vektor Z aus, yon dem die Feldvektoren in der fiblichen Weise abgeleitet 
werden: 

[_ii=ikei= e az~a,e , E / - -  axea=z~ax~ +k2Zi' (2.3) 

wobei alle Komponenten yon Z die Wellengleichung 

a~zj. ax=ax~ -k/~2Zj : 0 (2.4) 

erftillen mtissen*. Der Hertzsche Vektor tr~tgt jetzt abet nattirlich 
Teusorcharakter Z~i und infolgedessen werden auch die Feldst~rken 
Tensoren H o. und Eq.  Es handelt sich eben um die i-te Komponente 
des Feldes eines Dipoles, der entlang der/ '-ten Koordinatenachse orien- 
tiert ist. Wir setzen dementsprechend 

z~j = I (r) %j , ]  
WO 

1 (,) _ ~i~, , 

* I3eim Einsetzen yon (2.3) in (2,2) muB m a n  benutzen,  dab 

e~,.ii eo:ruu = ~i,~ d i ~ -  a i,,6r 
gilt. dym is{ das Kroneckersche Symbol. 

9* 

(2.5) 
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was jedenfalls (2.4) befriedigt. Hier ist r der Abstand eines festen Punktes 
yon einem bewegliehen Punkte, dessen Koordinaten yon einem beliebigen 
Ursprung aus xi sein m6gen (s. Fig. l). Bei Differentiation nach x i 
treten dann die Komponenten von r entlang den x4, die mit r i bezeichnet 
werden m6gen, auf, so dab z.B. 

~ I  _ ~ - a t  ~ 
o,:i ; T ; r = l r ~ .  (2.6) 

Der kleine Kreis fiber / bedeutet demnach den Operator I d 
r d r '  

dessen Einfiihrung vide Vorteile mit sich bringt. Die gevgShnliche 
Differentialgleichung, der / gent~gt, kann mittels dieses Operators so 
geschrieben werden: 

0 0  o 

r21 + 31 + k21 = o. (2.7) 

Ein / mit n Kreisen ist natfirlich proportional einer Zylinderfunktion 
mit halbzahligem Index. 

Jetzt  wird der Hertzsche Tensor (2.5) in die Ausdrticke (2.3) einge- 
setzt, und es ergibt sich ohne weiteres 

o 

It~p= i k e~p~ r~ l(r) , 
(2.8) 

Beide Feldvektoren werden also Tensoren, der magnetische antisymme- 
trisch, der elektrische symmetrisch in den Indizes i, p. Die obigen Aus- 
drfieke sind also die /-ten t(omponenten des Feldes eines entlang der 
p-ten Koordinatenrichtung weisenden Dipols. 

3. Ableitung des Rubinowiczschen Vektorpotentials 
In diesem Abschnitt soll die sch6ne Rubinowiczsche Idee dargestellt 

werden, aber in einer Art, die die VerallgemeinerungsmSglichkeit yon 
der skalaren auf die vektorielle Beugung hervorhebt. Fiir den skalaren 
Fall legen wir die Gleichungen erster Ordnung des Schalls zugrunde, die 
aus der Linearisierung der  hydrodynamischen Gleichungen entstehen. 
Diese sind, wenn wir das Verh~iltnis des Dichtezuwachses zur Ruhedichte 
mit s, das Verh~ltnis der Gasgeschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit 
mit ~ bezeichnen: 

8u~ __ i k s  , 
x v 

~, (3.t) 
axs = i k u j .  

Durch Annahme der fiblichen Zeitabh~ingigkeit exp(--icot) sind die 
Zeitableitungen weggefallen. Nun muB ein adjungiertes Gleichungs- 
system postuliert werden, dessen abh~ingige Variable mit ~ und ffi 
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bezeichnet sein m6gen. Dieses kann auf zwei, sich dutch ein Vorzeichen 
nnterscheidende Arten geschehen, eine Tatsaehe, der wit dutch Einftih- 
rung einer Gr6Be ~ = 4-t  gereeht werden. Die adjungierten Gleichungen 
sind also 

a.% (3.2) 
a-g i k ~ .  

a :r i 

Nach Multiplikation dieser vier Gleichungen bzw, mit ~, - -~ ~i, --r /s, u i 
und Summierung tiber i ergibt sich: 

a ( ~ u , - ~ 2 ~ s )  = 0. (3.3) 

Der divergenzfreie Vektor* 

V i = i k (~ u~ -- ~ ui s) (3.4) 

ist bilinear in den beiden willkfirlichen L6sungeu s, ui und s, u~ van (3.t) 
und (3.2). Er  l~iBt sich auch in folgender Weise schreiben 

- a s  8 ~  
= s ~ - s a . ~  ( 3 . 5 )  

Wenn man far s, g, u~, g~ die Punktquellenl6sungen einsetzt, d.h. 

so wird 

e i k r  t a e i k r  
s - u i  - , ( 3 . 6 )  

r ' i k  O x  i r 

e i k ~  ax~ O ' (3.7) 

Vii ~ eikq 0 eik~ eCkr 0 eitaO 

a x  i r r 8 x  i 

oder in der Bezeichnung van (2.5) 
o o 

V~ = / ( ~ ) / ( r )  r i - - / (~) / ( r )  ei. ( 3 . 8 )  

Dieser Vektor noch mit einem Fl~ichenelement der Beugungs6ffnung 
multipliziert, t f i t t  gerade unter dem Integral bei der Kirchoffschen 
N~therung auf. Wir erinnern noch daran, dab bei der Herleitung der 
Kirchhoffschen Integralformel van der Divergenzfreiheit eines Aus- 
drucks der Form (3.5) bzw. (3.4) Gebrauch gemacht wird, wobei s die 
L6sung des Beugungsproblems, g eine Sondenfunktion der Gestalt (3.7) 
ist. 

* Es gibt auch einen Tensor mit verschwindender Tensordivergenz. Dieser isf 

Tij = ~i %" + ~j u~ -- ~ dq ~s -- u i ~j dq. 
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Zu den geometrischen Verh~tltnissen sei nochmals betont: Man hat 
zwei vorl~ufig feste Punkte, der Ort des Pols O und der Aufpunkt P. 
Zwischen beiden ist ein beweglicher Punkt, dessen Abstandsvektoren 
von den festen Punkten r i und Oi sind. {)ber ihn wird integriert, bzw. 
nach seinen Koordinaten wird differenziert. 

Auf Grund yon (3.3) kann man nun den Vektor (3.4) bzw. (3.8) aus 
einem Vektorpotential oder, wie man in der Tensorsprache sagt, yon 
einem antisymmetrischen Tensor Ar = -  Aj~ ableiten: 

Vii- 8 A~ (3.9) 
xc~ 

Fiir A~7 macht man den folgenden naheliegenden Ansatz: 

A i i =  (r,: Q i -  oiri)/(r)/(~) F(r, 0). (3.t0) 

Der ersteFaktor ist ganz unumg~inglich, denn kein anderer antisymmetri- 
scher Ausdruek l~iBt sich arts den zur Verft~gung stehenden Vektoren 
herstellen. Weiterhin, da z. t3. 

] = ik -- @ / (r), 

kann man die Faktoren / (r), / (~) im Vektor V~ nicht anders als ira Ansatz 
(3. t 0) vorweggenommen, hervorbringen. Die eigentliche Unbekannte ist 
die in ~ und # symmetrische Fnnktion F(r, ~). Fiir sie macht nun 
RUBIXOWlCZ den wesentlich spezielleren Ansatz der UnabMngigkeit 
yon k; d.h. die in (3.8) vorkommenden Glieder erster Ordnung in k sind 
lediglich dutch die Differentiation der Exponenten yon f(r) nnd ~(~) 
geschaffen. Dadurch wird die Bestimmung der Funktion F(r, ~) nicht 
durch eine Differentialgleichung, sondern algebraisch m6glich. Das 
Resultat ist 

1 
F(r,  ~) - A (3 . t l )  

mit der Abkiirzung 
A = rq  +r~e~.  (3.t2) 

Die Gr6BeA ist der charakteristische Nenner des Rubinowiczschen 
Integrals. 

Die Kirchhoffsche N~iherung ftir eine einfallende Kugelwelle (Quell- 
punkt O, Fig. t) ergibt sich in bekannter Weise zu 

4~ u (~) - -  f v~ aft, (3.~3) 

wobei rechts tiber die {)ffnung integriert wird. Setzt man in diesem 
Integral ftir ~ den Ausdruck (3.9) ein, so kann man den Stokessehen Satz 
anwenden und alas Fktchenintegral auf ein Linienintegral fiber den Rand 
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der beugenden 0ffnung zurtickffihren. Der Faktor t/A in Ai] bringt 
jedoch eine folgenschwere Modifikation: Er ist singul~ir, wenn die Vek- 
toren r] und ~i entgegengesetzt geriehtet sind. Man muB daher vor 
Anwendung des Stokesschen Satzes den singularen Teil des Integranden 
abspalten, falls die Verbindungslinie OP die 0ffnung durchsetzt. Dies 
gibt einen zus~tzlichen Beitrag neben dem Randintegral, der jedoeh 
sehr einfach ist; er ist n~tmlich gleich dem direkten Licht yon 0 aus. 

4. Die divergenzfreien bilinearen Vektoren 
ffir die Maxwellschen Gleichungen 

Wie aus dem vorhergehenden Abschnitt hervorgeht, ist die Divergenz- 
freiheit des Vektors (3.8) entscheidende Voraussetzung sowohl ffir die 
Herleitung des Kirchhoffschen Integrals als auch ffir seine Umwandlung 
in ein Linienintegral nach Rvm•owlcz. Wenn man diese Ergebnisse 
auf den Fall elektromagnetischer Felder tibertragen will, mug daher der 
erste Schritt darin bestehen, divergenzfreie Vektoren zu linden, die 
bilinear in den GrSBen E~, H~ einerseits, E~, H~ andererseits sin& Dabei 
ist E~, H~ eine beliebige LSsung der Maxwellschen Gin. (2.2), w~ihrend 
E~, H~ eine beliebige L6sung der adjungierten Maxwellschen Gleichungen 

ikE'; (4.1) 

darstellt. Wie in (3.2) kann ~] irgendeinen der beiden Werte =t= 1 an- 
nehmen. 

Durch Multiplikation der beiden Gln. (2.2) und der beiden (4.t) 
in geeigneter Weise erMlt man zwei Vektoren, die divergenzfrei sind. 
Und zwar, wenn man der Reihe nach (2.2) und (4.t) m i t -  E,], ~ ~., 
-- ~1Ei, It] multipliziert, erMlt man div I7 (~) ----= 0, und wenn man wiederum 
der Reihe nach mit ~ Itj, Ei,--~] I t ] , -  E] multipliziert und fiber i 
summiert, erMlt man div V(e)= 0. 

Dabei sind V (11 und V (21 Vekt0ren mit den Komponenten 

V] (1)= 8jeff [Ec~ E/] -~-~]Hc~ l~p~, (4.2) 

~{2} = e]~Z [H~ E~ -- ~ ]E~ /~ .  [(4.3) 

Diese sind fibrigens schon bekannt und bilden die Grundlage der Rezi- 
prozit~itstheoreme der elektromagnetischen Wellentheorie (LoRENTZ G) *. 

* Entsprechend der Anmerkung S. t33 sei erw~hnt, dab es noch zwei symme- 
trische Tensoren gibt, deren Tensordivergenzen auch verschwinden. Diese sind 

T~} = ~ s  + E:ff~ -- V (~r~.  _ H : ~ )  + ~:  (,~Hj.~, - ~ :7~). 

6 LORENTZ, H.A.:  Nederl. Akad. We~., Verslag Aid. Natuurk. 4, t76 {1896). 
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Das vektorielle Analogon der Kirchhoffschen Theofie resultiert nun, 
wenn man ffir die iiberstrichenen Feldvektoren die eines Dipols im Ab- 
stand ~ und ftir die nicht-t~berstrichenen Feldvektoren die eines Dipols 
]m Abstand r i einsetzt (s. Fig. t). Die letzteren sind schon in (2.8) ver- 
merkt, die anderen sind entsprechend: 

_ - - ~  o 

Hiq(~) = -- i k n  eiq~ q~/(q), 
(4.4) 

_ - r  o o  

Eie(q) = /(q) ~ a  + (/ 4- k2l) 8*a" 

/(9) ist gleich ei~q wJe in Abschnitt 2. Auf Grund des Umstandes, dab 
Q 

beide Paare yon Feldvektoren hier als Tensoren zu behandeln sind, 
entsteht eine nieht unbetr~chtliehe Komplikation des vektoriellen Falles. 
Beide ,,Vektoren" V sind jetzt Tensoren dritten Ranges: 

V~ (1) = eio~a(E~pE~q + ~H~pH$q), I 
(4.5) J V/~/= er (Gp Eaq-- ~E~p Haq). 

~,Pq 

Zwischen dem ersten und den beiden letzten Indizes ist ein Komma ge- 
schrieben, um anzuzeigen, daB nur die Divergenz, die in bezug auf den 
ersten Index gebildet ist, verschwindet. Beide Tensoren sind g~nzlieh 
unsymmetriseh, auch in bezug auf p und q. Naeh Benutzung yon (2.8) 
und (4.4) werden sie: 

oo oo oooo / + e,~qr~ {~o(/o+ k~/)r,  -- k ~/7~,} -t- (4.6) 

oo o 

i k  
o o o  

(4,7) 
o o 

+ ( / +  k2/) / (0~ Gq - 0 ,  ~i~) + 
o o 

+/(]  + k2/) (--ricSpq-~ rqdip). 

An den / enthaltenden Ausdrticken ist das jeweilige Argument weg- 
gelassen worden, um die Schreibweise zu vereinfachen. Da die V und 
ihre sp~ter abzuMtenden Tensorpotentiale A alle in den ] und ihren 
Ableitungen bilinear sind, sex es stillschweigend angenommen, dab der 
an erster Stelle stehende /-Ausdruck das Argument r, der zweite das 
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Argument ~ hat. Trotz der Unsymmetrie erfiillen die beiden Tensoren 
die Beziehung 

i ,  p q \ ' ,  U ]  ~ " ' " 

Wie das Auftreten des e-Symbols zeigt, besitzt V 0) Pseudocharakter 
und k6nnte als Tensor vierter Stufe, mit zwei antisymmetrischen ersten 
Indizes, gesehrieberi we rden. Davon ist jedoch im Iolgenden kein Ge- 
brauch gemacht worden. V (2/ist offenbar ein gew6hnlicher Tensor dritter 
Stufe. 

Das Ziel der folgenden Reehnungen ist nun, die Tensorpotentiale 
explizite aus 

w( ~/ ~ A G ~ ,  
i, pq = e ~  Oz~ ' (4.8) 

0 @ ' 

zu ermitteln. A (~) Jst jetzt ein gew6hnlicher Tensor dritter Stufe, w~th- 
rend A (2/ Pseudocharakter besitzt. 

5. Konstruktion des Tensorpotentials /t (~ ~j, p q 

Wie gerade betont, sind die beiden Gin. (4.8) yon g/inzlich verschie- 
dener Form, so dab auch die Wege zur Gewinnung einzeln kurz be- 
schrieben werden mtissen. Beginnen wir mit A (i) und dem zugeh6rigen V (l/. 

Es ist klar, dab man die Aufgabe, das A des langen Ausdrueks (4.6) 
zu finden, dadurch auffeilen kann, dab man solche seiner Terme, deren 
Divergenz separat verschwindet, auch durch einen separaten A-Tensor 
darstellen kann. Aus diesem Grunde erweist sich die folgende Aufteilung 
als vorteJlhaft : 

~(i) 

mit 

Ut# q = k2~i~r~r# dpq + e~#r~o#rprq] / 4:- ei~ q @ 
o o  o o o o  

+ ~i~q r~ % / / -  ~ p  ~ q / / +  (5.2) 
o o oo oo o o 

+ k 2 { ~ i . q r p ( ~ . / / + r . / / )  - ~i.p ~ q ( & / / + r . / / )  + 

und dem, wie durch die eckigen Klammern angedeutet, in p und q anti- 
symmetrischen Tensor 

T~, Ep~I = [ ( ~ p  ~q -- ~ o  Q~) r~ + (~.p ~q -- e ~  ~) ~ +1 (5.3) 
+ sip q r~ e , ~ / / +  k2 sire//" ] 
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Zur Erkl~irung dieser anf~inglich recht willk~rlich und umst~ndlich 
erscheinenden Aufteilung sei gesagt, dab die Divergenz yon U ver- 
schwindet unabMngig yon der Bedeutung der Funk t ion /  [definiert in 
(2.3)I, w~ihrend zum Beweis des Verschwindens der Divergenz yon T 
die Differentialgleichung (2.7) benutzt werden mul3. 

Es ist deshalb verst~indlich, dab man das Tensorpotential von U 
direkt ablesen kann. Dieses ist: 

o o o o  o o 

A~pq = k 2 rjd m I I  +orJ rp eq I / +  hip ~q I I  + I (5.4) 

bjq//). 

Der das U darstellende A-Tensor ist nattirlich nicht eindeutig, und 
mehrere auch die Symmetrie in r und Q erhaltende Ausdrticke lassen sich 
angeben. 

Ftir das Tens0rpotential A r yon T gilt nach (4.8) 

Ti, [pq] = ei~ ~ A~,r [pq]. (5.5) 

Der Tensor T hat dig Iolgenden Eigenschaften: 

a) Fr  ist antisymmetrisch in p, q; 
b) er bleibt bei Vertauschung yon r i und ~- unge~indert; 
c) er ist ein axialer Tensor drifter Stufe (d. h. er enth~ilt einen e-Fak- 

tot) ; 
d) seine Divergenz beztiglich des ersten Index verschwindet (Inte- 

gralibitatsbedingung). 

Daraus schtiel3t man, dab es eine LSsung A .r ,,pq yon (5.5) gibt mit 
folgenden Eigenschaften: 

c~) Sit ist antisymmetrisch in p, q; 
fl) sie bleibt bei Vertauschung yon re und e~ unge~ndert; 
y) sie ist ein polarer Tensor dritter Stufe (d.h. sie enth~ilt keinen 

e-Faktor). 
r Der polare Tensoreharakter von A=,p q kann nur durch Multiplikation 

einer a-, einer p- und einer q-Komponente der Vektoren r i und ~ oder 
durch Multiplikation einer solchen Komponente mit einem Kronecker- 
Symbol, das die beiden anderen Indizes aufnimmt, zustande kommen. 
Macht man einen Ansatz mit allen mbglichen derartigen Kombinationen 

- -  es sind deren t4 -- und verlangt die Antisymmetrie in p und q, so 
trit t  eine Reduktion auf den folgenden Ansatz ein 

i, [~ q] = [(al ri + bl ~i) (rp Oq -- re ~p) + q (hip re -- bye rp) + (5.6) 

+ d~(~ip eq - biq ep)]//. 
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Die Koeffizienten a~, 31, Cl, d~ Mngen nur von den skalaren Gr6gen 
r, ~, r~ Q~ (oder r, Q, A) und im iibrigen yon derWellenzahl k ab; es kann 
ihnen nach fl) die Symmetrieeigenschaft 

a ~ ( r , o ~ , A , k )  = - - b ~ ( ~ , r , A , k ) ;  q ( r , Q , A , k )  = d , ( ~ , r , A , k )  (5.7) 

auferlegt werden. Was ihre k-AbMngigkeit betrifft, so kommt man mit 
dem Rubinowiczschen Ansatz der UnabMngigkeit von k, der beim 
skalaren Problem auf (3.tl) ftihrte, nicht mehr aus. Das V in (3.8) ent- 
Mlt  nur lineare Terme in k, w~ihrend Ti, [pel in (5.3) quadratische Terme 
enth~tlt. Die Differentiation in (5.5) schafft einen Fak to rk  yon der 
Differentiation von / /  her; einen weiteren Faktor  k mfissen wit daher 
yon den Koeffizienten al, bl, q ,  d 1 her bekommen. Diese ~berlegung 
veranlaBt uns, ffir diese Koeffizienten lineare Funktionen in k anzu- 
setzen. Dieser Ansatz erweist sich nun in der Tat  als erfolgreich. Geht 
man mit ihm in (5.6) ein, setzt dann (5.6) und (5.3) in (5.5) ein und macht 
Koeffizientenvergleich in den Potenzen yon k und in den Komponenten 
der Vektoren ri und Qi, so ergeben sich mehrere Gleichungen fiir a~, bl, 
q ,  d~, die sich widerspruchsfrei, wenn auch etwas langwierig, 16sen lassen. 
Es ergibt sich 

i k  1 r - - o  

a l -  2 r A  2r2A "+ 2 r A  2 ' 

bl __ ik  t r -- 
2cA + 2 ~  + 2~A 2 ' 

ik~ t 
Cl - A -~ 2A  ' 

d~ - -  i k r  1 
A @ 2 A "  

Die Summe yon (5.4) und 
stellt das Tensorpotential fiir 

(5.8) 

dem mit/}2 multiplizierten Ausdruck (5.6) 
V (1) dar. 

6. Konstruktion des Tensorpotentials A (-2) ~ P q  
Wir wenden uns nun der Aufgaloe zu, das zu (4.7) geh6rende Tensor- 

potential A C21 herzuMten. Auch hier ist eine Aufteilung yon Vi}~/r 
m6glich, und zwar setzen wir 

a~,,pq o ~ p q  (6.1) 
i k  

mit 
oo 

~o~pq : �89 (8o@mrq -~ 8c~qm~'p) Ore / / - -  
oo 

�89 (8czpm ~q @ 8c~qm ~q) ~m//  - -  ( 6 . 2 )  
oo 

l ~28.o:pq//-- �89 
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8 ~ t q  ooo ooo / 
- ~ (rp o~ + r~ o p ) ( r ~ / / - o d / )  - 

+ k ~ ( o ~ / / - -  r~//)  6,q. 

(6.3) 

(6.3) stetlt eine Differentialgleichung ftir ~ , t q  dar. Ihre rechte Seite 
hat folgende vier Eigenschaften: 

a) Sie !st symmetrisch in p und q; 

b) sie ~ndert be! Vertauschung von ri und 0~ ihr Vorzeichen; 

c) sie !st ein polarer Tensor dfitter Stufe; 

d) ihre Divergenz verschwindet (Integrabilit~ttsbedingung). 

Es gibt daher eine L6sung yon (6.3) mit den Eigenschaften: 

~) Sie !st symmetrisch in p und q; 

fl) sie ~tndert be! Vertauschung yon ri und 0i ihr Vorzeichen; 

7) sie !st ein axialer Tensor und enth~tlt somit einen e-Faktor. 

Dies legt folgenden Ansatz nahe 

+ e ~ n , , , r m o ~ r # r q / / b  ~ q- 

"~- [8~xmp Om (% --  Oq) ~- Eo:mq Om (rp --  Op)] / /ea  + 

mit 
+ e ~ . r m  0~ 6pq/ / /2  

a 2 (r, 0) = a2 (0, r), 

d 2 (r, 0) = - -  e2 (0, r), 

(6.4) 

Die sechs Koeffizienten a~ bis /~ h~tngen im iibrigen nur yon r, 0, r~ 0, 
bzw. A und yon k ab. Ftihrt man die Differentiationen von /(r) und 
/(0) in (6.3) aus, so wird die rechte Seite ein Polynom in ik vom Grad 3, 
multipliziert m i t / / .  Wir erwarten daher mit analoger Begriindung wie 
im letzten Abschnitt, dab die Koeffizienten a2 bis/2 als Polynome zweiten 
Grades in i k  dargestellt werden k6nnen. 

b~(~,Q) =c~(Q,r), } (6.~) 

/~ (r, O) = / ~  (~, ~). 
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Einsetzen yon (6.4) in (6.3) gibt mit grundsfitzlich einfacher, aber 
langwieriger Rechnung das Resultat 

(ik)~ ik(~+0) I , ~ ] 
a ~ - -  2rosA --  2r~A ~ + 2/1 + 

+ 
2 r 2 ~ 2 A  4 r 2 0 2 A  2 2 r ~ A  3 , 

i k  1 ~ - - r  

2rA 2 @ 2--TffA 2 -~ rA ~ , 

ik t r - q (6.6) 
2qA2 @ 2~o2A2 ~r qA ~ , 

i k  t 0 - -  2 r  

2rA 4- ~ @ 4rA~ , 

ik 1 2o~ - -  r 
4qA  4~o~A @ 4-oA ~ ' 

C 2 - -  

d 2 - -  

e 2 - -  

k2 
/~ = 7 "  

7. Herleitung der Larmor-Tedoneschen und verwandter Formeln. 
(Das r/iumliche Residuum) 

Sei E i (r), Hi(r ) ein e]ektromagnetisches Feld, welches im Halb- 
raum H e regul~ir ist und dort der Ausstrahlungsbedingung genfigt: 

rE~, r H i  beschr~inkt ffir r-->oo in H2, (7.t) 

+ 
e ikzrkHz-+O I ffir r-+oo in H a. (7.2) 

r H i  - -  eikz r ~ El --> 0 J 

Die L6sung (7.2) der adjungierten Maxwellschen Gln. (7.1) genfigt 
der adjungierten Ausstrahlungsbedingung, d.h. (7.1) und (7.2), wenn 
man dort r durch ~, E i durch Eiq und H~ durch --~ ~ri~ ersetzt. 

Das bilineare Feld 

V,q = ei~ [H a E~q -- ~]E~ H~q] (7.3) 

hat wegen der angenommenen Ausstrahlungsbedingung die Eigenschaft 
r~o V~q -~ 0 ffir r ~ ~-+oc, und daher versehwindet das Fl~chenintegral 
f Vie dFi, wenn man es fiber irgendeinen Tell der ,,unendlich fernen 
Kugel" H 2 erstreckt. 

\u schliel3en nun eine kleine Kugel K mit deln Mittelpunkt P vom 
Halbraum H 2 aus; im verbleibenden Raumgebiet H 2 -  K ist Vip regul~ir 

Vip = 0. Das Integral dieses Ausdrucks fiber H 2 -- K verschwin- und ~ x  

det daher ebenfalls. Anwendung des GauBschen Satzes gibt somit 
wegen des Verhaltens yon V~p irn Unendlichen 

f V~q dF~ = ~ V,.q d~ .  (7.4) 
a + 6  K 
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Das Fl~chenelement dF~ des linken Integrals sei so gerichtet, wie in Fig .1 
angedeutet; das Fl~chenintegral rechts erstreckt sich tiber die Ober- 
fl~che der Kugel K mit nach auBen gerichteter Normalen. 

Das Integral rechter Hand l~iBt sich im Limes K-+ P leicht berechnen. 
Zun~ichst ist nach (7.3) und (4.4) 

K K o 

+ ik E~ esq. / O,/] dFo (7.5) 
oo 

Setzt mall dF~ = ~ dF/~, so erkennt man, dal3 der Term mit / keinell 
Beitrag liefert, da e ~  ~a ~ i=0 .  Der Term mit k ~ gibt einen Beitrag 
der Ordnung 0, der im Limes K--->0 verschwindet. Der Faktor von E~ 
ist yon der Ordnullg 0 -~ dF. Daher darf E~,(Q) durch E~,(P) ersetzt 
werden mit eillem Fehler, der wieder in der Grenze verschwindet. Der 
Faktor von H~ ist jedoch yon der Ordnung e -a dF~ und deshalb ist es 
n6tig, H~ bis zu linearen Gliedern zu entwickeln, H~(Q)=H~(P)+ 

e~ • OH~ (P) -5""  ; H~ (P) gibt wieder keinell Beitrag, da { d~ = 0. Somit 

bleibt 

K 

~- oiex fl ~ 1  Uflq ~d e i Oi T -~ 

+ i k ~ E ~ ( P )  o2 dF 
e~q~ r ~pq~ T +o(Q). 

Nun ist 

~i~j d F =  4~ O~i i und lim~a/(~) ~ - - 1  (7.6) 
3 g-~O 

ulld somit nach einigen Vereinfachullgen wegen (2.2) 

~ViqdF - 4~ OHc~(P) ~ 3 ~'~q o x ~  + ikEq(P)=4=ikE~(P).  (7.7) 

Zusammenfassend gilt also 

4~ikEq(P) = f ei~[H~Fr i. (7.8) 
a + e  

Elltsprechend erh~tlt man, wenll E}q ulld/7}q das Feld eines Dipols 
im Punkte P' im Halbraum H 1 ist, 

0 = f  s ~  [N~E'~q - -  ~ T E ~ , H ' ~ q ~  dFi, (7.9) 

da dann im Halbraum H~ keine Singularit~it yon V i liegt. Daher gilt, 
mit beliebigem ~, 

4:~ i k Eq (P) ~ f sic ~ ~ EH~ (Eaq § ~ E'~q) - ~ E~ (Hflq @ ~ t q ) ]  dE i (7.t0) 
a + o  

oder 
4~ikEg(P) = f glZ (21 +~V~(~ I') dF,. (7.1Q 

a+O 
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Aus der Symmetrie der Maxwellschen Gleichungen oder durch Bil- 
dung der Rotation des ]etzten Ergebnisses erMlt man 

4~ik  Hq(P) = f e~aE--~ H~(Kraq +r -- Ea(ESe +gE'~e)J dF~ (7.t2) 
a+O 

oder 
-- 4 ~ i k ~ ( P )  = f (V~ ~ + ~  V,~)') d ~ ,  (7.13) 

wenn Vi(~ ) analog zu Vi(f in (7.3), d.h. nach (4.5) mit willktirlichem Feld 
Ea, H a an Stelle des Dipolfeldes Eap, Hap definiert ist. 

Das Feld Eq (P), Pig (P) ist somit dutch die Tangentialkomponenten 
dieses Feldes a u f a  + 8  ausgedriickt. Eine Vereinfachung ergibt sich ffir 
ebene Schirme a, wenn zugleich ~ als eben angenommen wird. Man 
w~ihlt ft~r E'~q, Hpe das Feld eines Dipols im Spiegelpunkt P '  yon P und 

= + 1 oder --1. Dann folgen die Formelpaare 

2~zikEq(P) = f eiap H~E~qdF~, (7A4) 
a+O 

2a~ ik It  e (P) = -- ~ f ei~a Hc, HSq dFi, (7.t 5) 
a+o 

2~ ik Eq (P) = -- ~ f e~r EarJae dF~, (7.t6) 

2~i~ Hq(P) = - -  f e, aeE~F, eqdF i. (7A7) 
a+O 

Mit diesen Formeln 1~13t sich also das elektromagnetische Feld Eq (P), 
Hq (P) im Halbraum H 2 durch die Tangentialkomponenten entweder von 
E a (Q) allein oder yon H a (Q) allein auf er -ka ausdrticken. (7A4) und (7A 5) 
folgen auseinander auch tiber die Maxwellschen Gin. (2.2). Dasselbe 
gilt ffir (7A6) und (7A7). 

Die Gln. (7A4) bis (7.t6) linden sich bei LUZVEBERG und in 
SOM~E~ELDs Optik v,s. In dem letzteren Werk sind zwar nur (7.15) 
und (7A6) explizit angegeben; die anderen beiden Formeln folgen aber 
dann, wie eben erw~thnt, Jn trivialer Weise aus den 1/Iaxwellschen Glei- 
chungen. 

8. Der Beitrag des direkten Lichtes 
(Das zweidimensionale Residuum) 

Die Beugung einer yon 0 im Halbraum H 1 ausgehenden elektrischen 
Dipolwelle liBt sich n/iherungsweise -- in einer der Kirchhoffsehen ent- 
sprechenden N~herung - -  behandeln, wenn man in (7.10) und (7.t2) 

L~JZVEBBRG, R. K. : Mathematical Theory of Optics, 1944 (Brown University). 
s SO~a~ER~LD, A.: Vorlesungen fiber theoretische Physik, Bd. IV: Optik. 

Wiesbaden 1950. 
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unter dem Integral E~p und H~p statt  E~ und H, schreibt und nur tiber 
die 0ffnung 8 integriert. Man nimmt also an der unteren Schirmfl~iche 
verschwindendes Feld an und setzt das Feld in der 0ffnung gleich dem 
der einfallenden Welle. Dann ergibt sich wegen (4.5) ftir das Feld im 
Halbraum H 2 

V (~/~ dF~, (8.1) 4 ~ i k E ~ ( P )  =-f  [ViS~q q-s ~,mJ 

47(, i]r Hq(~ ) (.P) ~- f k :V'(1),,pq @ r V~I~;] d F  i. (8.2) 
0 

Es ist ausdrtickIich zu bemerken, daft (7.t0) und (7.12) dasselbe 
elektromagnetische Feld darstellen, d.h., dab Eq aus (7.t0) und Hq aus 
(7.12) die Maxwellsehen Gleichungen erftillen. Dies ist ftir E(~) aus (8.1) 
und He( ~ aus (8.2) nicht mehr der Fall. Sie stellen vielmehr zwei ver- 
schiedene N~iherungen dar. Das zu N~iherung (8.2) geh6rende elektrische 
Feld e ~  berechnet sich aus H(ff~ (P) und der zweiten Maxwellschen Glei- 
chung in (2.2) ; analog berechnet sich das zur N~iherung (8.t) geh6rende 
magnetische Feld//,5~. 

Es sei zun~tchst angenommen, dab die Linie, welche den Licht- 
punkt 0 mit dem Aufpunkt P verbindet, die beugende 0ffnung nicht 
durchsetzt. Der Aufpunkt P liege also im geometrischen Schatten. 
Dann ist far alle 0ffnungspunkte O der Ausdruck A = r  0 + r ~  von 
Null verschieden, die Vektorpotentiale A sind ftir den ganzen Inte- 
grationsbereich regul~ir und man kann daher nach Einsetzen der Vektor- 
potentiale in (8.t) und (8.2) den Stokesschen Satz anwenden. Es ergibt 
sich so 

4 ~ i k  E ~ ( P )  = -  ~ LFA(2)i, pq @~A}2,)q] d*], (8.3) 

4n ik  H(ql)(p) = _  ~ ca(') (1) L'*],pq +r dx], (8.4) 

wobei nun die Integration entlang des 0ffnungsrandes zu erstrecken ist. 

Wenn bei allm~thlicher Verschiebung der Aufpunkt P aus dem Schat- 
ten trit t  und yon dem direkten Licht erreicht wird, trit t  in allen A-Ten- 
soren (aber nicht in den A'-Tensoren) eine Singularitgt auf, da der 
Nenner A = r e + r~ O~ auf der Verbindungslinie von 0 nach P verschwin- 
det. Um auch jetzt den Stokesschen Satz anwenden zu k6nnen, mug man 
erst yon der beugenden 0ffnung eine Heine Kreisscheibe ausnehmen. Sie 
soll senkrecht zum direkten Strahl OP sein und yon ihm im Mittelpunkt 
durchsetzt werden. Das Integral (8.1) oder (8.2) fiber diese Kreisscheibe 
geht gegen Null, wenn der Radius ~ der Kreisscheibe gegen Null geht. 
Der Stokessche Satz wird nun auf die 0ffnung mit Ausschlug dieser 
Kreisscheibe angewandt. Dann erh~tlt man wieder die Integrale (8.3), 
(8.4) 1/ings des 0Ifnungsrandes, zus~itzlich aber Integrale im entgegen- 
gesetzten Umlaufsinn entlang des Kreisscheibenrandes. 
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FOr ~-->0 geben nur solche Terme in ..j, pqA(1) und A}2gq einen nicht ver- 
schwindenden Beitrag, die einen Nenner A oder A 2 oder A 3 enthalten. 
Zu dem nach (8.3) oder (8.4) berechneten Feld tritt  also noeh ein Zusatz- 
beitrag 

4=ikE~e)(V) =}imo ~A}2;qd~ :, (8.5) a 

4 ~  ~'<~ (P) = lim ~ A}}~p d ~ (8.6) ~ 
~--+0 ' " 

mit Integration l~tngs der Kreisscheibe. Der 
Index d soll andeuten, dab diese Integrale das 
direkte Licht geben. 

Wir behandeln nun ausftihrlicher den Fall 
(8.6). Die geometrischen Verh~tltnisse sind durch 
Fig. 2 erl~iutert. Sei 

___> __~ --> 

r = t o +  (, ?" = ~ o + ~  (8.7) 
-+  ---> F ig .  2. Z u r  B e r e c h n u n g  des 

und r,, o~ entgegengesetzt gerichtet, f senkrecht direkten Lichtes 
ZU r o und ~o yore konstanten Betrag ~. Setzt 
man A}l)~e, in (8.6) ein, so bleiben im Limes ~-+ 0 nur die Terme, 
die yon k~A r Is. (5.6)~ herrtihren. Man erh~lt daher ], [P q] 

4=ikH~}IS)(P) =-~i~m~ V(a~r: § b~e:)(rPoq--rqOp) 1 
(8,8) 

+ c~ (,~:p ~q - 6:q rp) + d~ (6:,, Oq - ,~:q Op)3 d~:. l 
Um die Integrationen auszufiihren, setzt man (8.7) in (8.8) ein. Es 
treten dann Integrale der Gestalt 

I ~ = ~ d ~ ,  :~=~#~g#~, 1~:~=~#i#:d#~, (8.9) 

auf. Man berechnet sie am einfachsten, indem man sie durch Anwendung 
des Stokesschen Satzes wieder auf F1/ichenintegrale zurtickffihrt. Be- 

zeichnet man m i t / ~  den Vektor yon 0 nach P, so ist dF~ = -- R z  dF. 
R 

Also wird ftir ein skalares Feld B 

# B d~ k 

Anwendung dieser Formel liefert unmittelbar 

R 1 

Damit folgt aus (8.8) 

4= ik HJ[ a) (P) = 2 lim k s / / ( q  + 4) ~= = epqt ~ .  
~---~ 0 

Z. P h y s i k ,  Bd .  153 

= f  aB dF~ Rz : aB d "  ~'~-a72 = ~ J ~ , e - ~  ~" (8.~o) 

IO 

(8.~) 

(8.12) 
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Nun ist nach (5.8) 
1 cl + d l  = [ - ~ k ( r  + ~) + tl . ~ -  (8.t3) 

und fiir kleine 8 
A ~ R2 8 ~. (8.14) 

2~0 ~o 
Daher folgt aus (8.12) 

o 

47r i k  rz(la) (8.15) ~*qp (P) = _ 4 ~ k 2 / ( R )  epqzRl. 

Wie ein Vergleich mit (2.8) zeigt, ist H~  a) (P) gerade das Magnetfeld 
im Punkte P ftir einen in 0 befindlichen schwingenden elektrischen Dipol. 
Das zweidimensionale Residuum des Vektorpotentials All)pg gibt also 
genau das direkte Licht (durch den Index d in ~(1 a/ angedeutet). ~q  p 

Dieses Ergebnis ist nicht weiter iiberraschend, da bei Ausweitung des 
0ffnungsrandes ins Unendliche ja genau das direkte Licht herauskom- 
men mug. Dann gehen abet die Integrale (8.3) und (8.4) gegen Null, 
und alas yon der 0ffnungsgr6Be unabh~ingige Residuum des Zusatz- 
integrals bleibt tibrig; es mug also gerade das direkte Licht geben, auch 
bei endlicher 0ffnung. Auf jeden Fall gibt aber das Resultat (8.t 5) eine 
Kontrolle fiir den berechneten Ausdruck A~,I) m. 

Etwas langwieriger ist die entsprechende Rechnung ftir das kompli- 
ziertere Vektorpotential Al~,)pq. Sie fiihrt ebenfalls auf das direkte Licht 
und gibt wieder eine wirksame Kontrolle der in (6.6) angegebenen Koef- 
fizienten. 

9. Schlugfolgerungen und B e m e r k u n g e n  

Der Urnstand, dab beim vektoriellen Problem Tensoren dritter 
Stufe l/~!'p)q an die Stelle des Vektors (3-8) beim skalaren Problem treten, 
l~il3t natiirlich auch kompliziertere Vektorpotentiale erwarten. Tat- 
s~iehlich sind auch die Vektorpotentiale (5.4), (5.6) mit (5.8) und (6.2), 
(6.4) mit (6.6) weit weniger einfaeh als (3.8). 

Immerhin ist eine nicht unbetr~chtliche Vereinfachung m6glich, 
wenn man beriicksichtigt, dab die Kirchhoffsche N~iherung nut  sinnvoll 
bleibt, solange sowohl die 0ffnungsdurchmesser als auch die Abstgnde r 
und~ des Lichtpunktes und des Aufpunkts yore 0ffnungsrand grog gegen 
die Wellenl~inge sind. Man bleibt daher in dieser N~iherung, wenn man 
in den Potentialen k r  >> t u n d  k ~>> 1 voraussetzt und damit alle Glieder 
in den A(Z)m (S=1,2) ,  die nicht den Faktor k'3// enthalten, streicht. 
Dann entsteht 

+ ~ (G -&)(~/~q -G G)+ (9.t) 

+ 
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I 

(9.2) _ ~ _ dpq 
~ p q ( l -  L ~ )  - ~ n  m ~  + +--s 

N ist eine Abkfirzung ffir die dimensionslose Gr6Be N =A/ro~ = ] + ~  ~.  
Die fiberstrichenen Komponenten ~ ,  ~i sind Abktirzungen fi~r r~/r, ~i/O, 
also Komponenten der Einheitsvektoren in Richtung der Vektoren ri, Oi- 

Bemerkenswert an den Darstellungen (9.1) und (9.2) der Vektor- 
potentiale ist, dal3 die Abst~nde r, ~ nur in den Faktoren/( r ) / (~)  ein- 
gehen. Der Inhalt der eckigen Klammern h~ngt nur yon den Richtungen 
der Verbindungen yore Randpunkt der ~)ffnung zu Lichtquelle und 
Aufpunkt ab. Damit best~tigt sich auch hier die Youngsche Deutungs- 
m6glichkeit der Beugungserscheinungen einerseits, ihre Aquivalenz mit 
der Kirchhoffschen N~herung, also im wesentlichen d e e  Huygenschen 
Prinzip, andererseits. Und schlieBlich wird pr~zisiert, in welcher Weise 
ein Element des 0ffnungsrandes die in der Richtung ~,. einfallende Welle 
nach der Richtung ~i ,,reflektiert". Dieser Reflexionsfaktor ist durch 
den Ausdruck A(;)pe dx~///gegeben, wenn die d x~ die Komponenten des 
vektoriellen LinieneleEents sind; er Mngt, wie schon erwXhnt, nur von 
~v.i, ~ und d x iab. 

Ist speziell die einfallende Welle eine ebene Welle, und liegt der 
Aufpunkt P im Unendlichen, so sind die Inhalte der eckigen Klammern 
in (9.t) und (9.2) l~ngs des 0ffnungsrandes konstant. Es kommt also 
Itir die Berechnung des gebeugten Feldes im wesentlichen auf das 
Integral v o n / [  dx~ l~tngs des ()ffnungsrandes an. 

Zum Sehlul3 E6gen noch einige matheEatische Gedanken hier er- 
wfihnt werden. Aus d e e  Verschwinden der Divergenz des V-Vektors 
folgt im Prim@ natfirlich die Existenz eines Vektorpotentials sofort, 
und zwar sowohl im skalaren wie im vektoriellen Beugungsproblem, 
gleichgtiltig was die Diemensionszahl des Raumes ist, in deE das Pro- 
blem formuliert ist. Aber dab diese Potentiale nicht nur im Prinzip, 
sondern in manchen Fiillen tats~chlich auch ganz einfach explizite er- 
mittelt werden k6nnen, ist eigentlich ein unerwarteter Umstand. Die 
Methode ist dabei die Verallgemeinerung der Rubinowiczschen Methode, 
derzufolge alle Potentiale als Polynome, d.h. als abbrechende Reihen 
in k bestimmt werden. Der Ansatz fi~r irgendeine Koeffizientenfunk- 
tion eines Tensorpotentials: 

a = (a/ '>  I~" + a  I'-~) k ~-~ + . . .  + a I~ !(r) i (o ) ,  
to* 
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wo s um t niedriger ist als die h6chste in V vorkommende Potenz yon k, 
fiihrt zum Ziel im Falle der skalaren und der vektoriellen Beugung im 
dreidimensionalen Raume, und wie wit uns iiberzeugt haben, auch in 
allen R~iumen ungerader Dimensionszahl. 

In R~umen gerader Dimensionszahl, also besonders in dem inter- 
essanten zweidimensionalen Fall, versagt diese Methode g~inzlich, und 
es gelingt nicht mehr, das Vektorpotential explizite als ein Polynom in k 
darzustellen. Der unmittelbare mathematische Grund daf0r ist, dab 
im gerade-dimensionalen Falle die /(r) Hankelsche Funktionen mit ganz- 
zahligem Index werden, d.h. also Funktionen, die einer Differential- 
gleichung erster Ordnung nicht gentigen. Zwar kann man im zwei- 
dimensionalen Falle das pseudoskalare Potential AI~ mit Hilfe seiner 
Poisson-Gleichung als Integral in geschlossener Form darstellen, aber 
der Vorteil, die Anzahl der Integrationen des Kirehhoff-Integrals um 
eine verringert zu haben, geht hier natiirlich verloren. Es ist anzuneh- 
men, dal3 das Versagen des Young-Rubinowiczschen Gedankens in 
geraden Dimensionen mit den bekannten Schwierigkeiten des Huygens- 
schen Prinzips in eben diesen RXumen zusammenMngt. 


