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Extremalprobleme far eine Familie 
schlichter Funktionen 

RENATE MCLAUGHLIN 

1. Einleitung 
Es sei B ein Punkt im Kreisring R={z:  0<ro<lzJ<l}, und b sei ein 

Punkt in der offenen Kreisscheibe D= {w: [w] < 1}. Wir betrachten die Klasse 
FB, b yon in R schlichten holomorphen Funktionen f, die den Bedingungen 

(i) Jf(z)t < 1 ftir z~R, ilimlf(z)lo,~ = 1, 
(ii) f(B)=b 

genfigen. Offensichtlich kann jede Funktion feFB, b analytisch in den Kreis- 
ring {z: ro<[z]<l/ro} fortgesetzt werden, und es gelten die Beziehungen 

( 1 )  1 
[f(z)[=l fiir [zl=l und f - f ( z )  

Wir bezeichnen das Kontinuum D - f  (R) mit F I. 
Man kann leicht zeigen, dab die Menge F~, b kompakt ist. Folglich exi- 

stieren Extremalfunktionen, und wit kSnnen Extremalprobleme in FB, b mit 
Variationsmethoden 15sen. Wit werden fiir die Klasse FB, b eine Variations- 
methode entwickeln, die auf einer Variationsmethode yon Duren und Schiffer 
[2] beruht, und wir werden sie auf die folgenden Extremalprobleme in F~.b 
anwenden. 

1. Wit fragen nach der Verzerrung im Punkte B; d.h., wit fragen nach 
den Extremwerten der Gr6Be [f'(B)] (fEFB, b). 

2. Wir fragen nach der Drehung im Punkt B; d.h., wir fragen nach dem 
Maximum des Argumentes yon Ableitungen in B. 

3. Wit fragen nach den Extremwerten der GrSBe 

' B  [B f'(B) ~ ([c[<l, c+b,f~F,,b). 
91\ f ( B ) - c ]  

Dieses Problem ist verwandt mit der Frage nach einer .Sternschranke". 

4. Wir fragen nach den Extremwerten der GrSBe 

. _f"(B)\ 
9t I + B ~ )  (f~Fn, b). 

Dieses Problem ist verwandt mit der Frage nach einer ,,Rundungsschranke". 
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5. Wir fragen, welche Werte die Kriimmung der Bilder yon Kreisen 
I z[ = r (ro < r < 1) in einem festen Punkt annehmen kann. 

Ftir jedes Extremalproblem erhalten wir eine Differentialgleichung, die 
von dem Kontinuum Fg (gis t  eine Extremalfunktion) erffillt sein mug. Fiir 
den Spezialfall b = 0  kann man leicht explizite L6sungen der Differential- 
gleichung angeben. Insbesondere erhalten wir in Frage i f'tir b = 0 die klassi- 
schen Resultate, n~imlich eine Funktion g, fiir die Fg ein Kreisbogen ist, und 
eine Funktion h, fiir die Fh eine radiale Strecke ist. 

Im Gegensatz zu anderen Klassen von schlichten holomorphen Funktionen 
in R, die in der Literatur behandelt sind (z.B. [1 bis 6, 8, t l]) ,  gibt es in FB, b 
keine Normalisierung fiir das Kontinuum Fy. Dieser Nachteil wird aber 
dadurch aufgehoben, dab viele Fragen, die in den anderen Klassen recht 
komplizierte Antworten haben, in FB, b leicht zug/inglich sind. 

Einige Resultate dieser Arbeit sind in der Dissertation [11] enthalten, 
die unter der Leitung yon Prof. Dr. P. L. Duren geschrieben wurde. 

2. Eine Variationsmethode fiir Fs,b 

Fiir jede Funktion f~FB, b werden wir eine Schar yon Funktionen Up(w) 
(0 < p < Po) erhalten, die den folgenden Bedingungen geniigen: 

(i) Up of~Fa, b, 

(ii) lim Up (w) = w, 
p ~ 0  

(iii) [Up(w)J < 1 fiir wef (R ) ,  IUo(w)l = 1 auf Iwl = 1, 

(iv) U o (b) = b. 

Es sei nun f eine Funktion in FB, b. Wir wihlen einen Punkt Wo in F I. D i e  
Funktion 

w - b  
4)(w) = 1 - b w  

ist schlicht in D u  C (C={w:  [wl=l}), bildet D auf D und C auf C ab und 
geniigt der Bedingung ~b(b)=0. Wie Duren und Schiffer [-2] gezeigt haben, 
gibt es fiir jedes WoeFI und jede geniigend kleine, positive Zahl p Funktionen 
G und X mit den folgenden Eigenschaften: G ist eine schlichte holomorphe 
Funktion in der Menge 

D -  {weqS(Ffl: I w -  q5 (Wo)[ <p} ,  

G(0)=0, und G erh~ilt den Einheitskreis bis zur Ordnung p3. Das Bild von C 
unter G sei C o. 

Die Funktion Z ist schlicht und holomorph im Innern von Cp und bildet 
das Innere von Cp so auf D ab, dab )((0)=0. Man betrachte nun die Funktion 

U A w ) = 4 ) - l  o z o G o 4)(w).  

Offensichtlich ist U o schlicht und holomorph im Bildbereich von f, und Up 
geniigt Bedingungen (i) bis (iv). 
23 Math. Z., Bd. ll8 
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Eine Rechnung zeigt, dab 

[14 ap2(1 - b  Wo)2(w-b)(1 --bw) 2 Up(w)=w [ ( l -  Ibl2) 2(w0-b) w(w- Wo) 
(1) 

p2 (1 - b No) 2 ( w -  b) 2 (1 - b w) ] +~ 
(a ist eine komplexe Konstante ([al < i), die von p abh/ingt). 

Wir bemerken, dab die Ableitung von Up (w) in b besonders einfach ist: 

. 2 [ 1 - - b W o ~  2 U;(b)=,-ap ~ ~ ]  +O(p3). 

Fiir den Fall b = 0 stehen uns zwei Klassen von Funktionen zur Verfiigung. 
Die Klasse Fn, o enth~ilt mit jeder Funk t ion fauch  alle Drehungen ei~ Wenn 
wir Drehungen ausschliegen mSchten, benutzten wir die Unterklasse 

F ~ o = { f :  feF~,o und f (1 )=  1}. 

Als Variationsfunktionen in F~ o erh~lt man 

1 
uo* (w) = up (w), 

wobei in Up(l) und Up(w) fiir b der Wert 0 eingesetzt ist. 

3. Verzerrung im Punkt B 
Nehari [-12, Kapitel VII] betrachtete Familien von Funktionen, die einen 

mehrfach zusammenh~ingenden Bereich A so abbilden, dab ein fester Punkt 
ueA in den Punkt w = 0  fibergeht. Er fand, dab das Maximum der GrSl3e 
]f'(u)l von einer Kreisbogenschlitzabbildung angenommen wird, und dab 
eine Radialschlitzabbildung das Minimum der Gr6ge ]f'(u)l liefert. Fiir den 
Fall b = 0 erhalten wir diese Resultate mit unserer Methode. Unsere Methode 
ist weniger anschaulich als die von Nehari, aber sie hat den Vorteil, dab man 
sie auf viele verschiedene Probleme anwenden kann. 

Zun/ichst untersuchen wir die Gr6Be max If'(B)l. Da die Familie FB, b 
fe FB, b 

kompakt ist, existiert eine Funktion geFB, b mit der Eigenschaft, dab 

[g'(B)l = s~axblf'(B)l- 
Folglich gilt die Ungleichung Ig'(B)[ >= ](Up o g)'(B)l = lUg(b) g'(b)l. Eine kurze 
Rechnung fiihrt yon dieser Ungleichung zu der Bedingung 

~[--ap2 ( ~ ) 2 + O ( p 3 ) ]  <=O. (2) 

Wir benutzen nun ein Lemma von Schiffer ([7, 13]). Es ist das wichtigste 
Hilfsmittel dieser Variationsmethode. Das Lemma yon Schiffer besagt Fol- 
gendes. 
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Es sei g eine Extremalfunktion. Falls jede Variationsfunktion Up zu einer 
Ungleichung der Form 

9t {a p2 S(WO ) q_ 0(/)3)} ~ 0 

fiJhrt (s(w) ist eine holomorphe Funktion auf Fg, die nicht identisch ver- 
schwindet), so besteht Fg aus analytischen Kurven w(t), die der Differential- 
gleichung 

w'(t) 2 s (w (t))> 0 
geniigen. 

Von Ungleichung (2) erhalten wir also die Differentialgleichung 

w,(t)2( l - b  w(t)_) 2 ~ - _ ~  <0 (3) 

for das Kontinuum Fg, wobei g eine Extremalfunktion ffir das Maximum- 
problem ist. 

Fiir den Spezialfall b=0  hat die Differentialgleichung (3) die besonders 
einfache Form (w'(t)/w(t))2< O, und die allgemeine LSsung ist 

w(t) = K e" (K eine komplexe Konstante). 

Also ist Fg ein Bogen eines Kreises um den Nullpunkt. 
F f r  allgemeines b miissen die LSsungskurven yon (3) der Funktional- 

gleichung 
e-bW (w-- b) 1- N2 = K e it 

geniJgen. Die Kurven sind aber nicht mehr einfach zu beschreiben. 
Wenn wir das Minimalproblem rain If'(B)l betrachten, erhalten wir die 

Differentialgleichung y~v,,, b 

w,(t)2 ( 1 - b  w(t)_) 2 > 0 .  

Fi.ir allgemeines b sind die L6sungskurven kompliziert, aber ffir b = 0 erhalten 
wir die Kurvenschar 

w (t) = K e ~ (K komplex). 

Fiir den Spezialfall b=0  kSnnen wir die Extremalfunktionen selbst 
angeben und beide Extremalprobleme quantitativ 15sen. Es sei 

At= min If'(B)[ und A 2= max If'(B)l. 
f~FB, 0 feFB, 0 

Wir erhalten A1 von einer Funktion, die R auf die Einheitskreisscheibe 
abbildet, vonder  eine radiale Strecke entfernt ist. Eine solche Abbildung 
wurde von Gehring und af HiillstrSm [5] konstruiert. Ohne Beschr~inkung 
der Allgemeinheit dtirfen wir annehmen, dab die radiale Strecke auf der 
negativen reellen Achse liegt und dal3 B positivist. Wir benStigen die folgenden 
9.23* 
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Konstanten: 

[ I (  l+rgnyo )2 __l+tl-t und d -  K t=2r0 + ~ , - 4  k= 
n=l\ 1 ' - l o g  ro 

~/2 

wobei K =  K(k)= y ( 1 -  k 2 sin 2 t) -~  dr. Die Konstanten t, k und d sind yon 
o 

dem Kreisring R v611ig bestimmt. Wit betrachten nun die Komposition der 
folgenden Abbildungen: 

- sn (d  logB, k)+co 
~(z)=log z, co(0= sn(d~, k), w(co)= 

- sn(d logB, k ) -  6o 

(log z ist der Hauptzweig der Logarithmusfunktion). Die Funktion ~(z) bildet 
die obere H~ilfte des Kreisringes R auf ein Rechteck im zweiten Quadranten 
ab, die Funktion ~(~) bildet dieses Rechteck auf den ganzen zweiten Qua- 
dranten der komplexen Ebene ab, und w(co) bildet den zweiten Quadranten 
auf die obere H~ilfte des Einheitskreises ab. Wie die untere H~ilfte yon R 
abgebildet wird, folgt yon der Symmetrie der einzelnen Funktionen. 

Die Funktion 
sn (d log B, k ) -  sn (d log z, k) 

g(z)= 
sn (d log B, k)+ sn (d log z, k) 

geh6rt offensichtlich zur Klasse FB, o, und sie ist eine Extremalfunktion. Also ist 

A~ = [g'(B)l. 
Eine Rechnung zeigt, daB 

g'(B)= d cn'dl~176 ~ ( ~ (4) 
2B sn(d logB, k) 

Die L6sung des Maximumproblems ist nicht viel schwieriger. Wir dfirfen 
wieder annehmen, daB B positiv ist. 

Es sei z ein Punkt auf der positiven imagin~iren Achse, und T sei das 
Rechteck mit Ecken 0, 1, 1 + z/2 und z/2. In [10, S. 362] wurde gezeigt, dab die 
Funktion 

o ( 0  = c 
01 (~-  i o-) 

das Rechteck T konform auf das AuBere des Kreises mit Radius rl=[C] 
abbildet, von dem ein Bogen des konzentrischen Kreises mit Radius 
r2= ]C[ e 2~a entfernt ist. Hierbei ist 01(() die Jacobische Thetafunktion mit 
Parameter z, und i o- (0<o-<]z[/2) ist eine Zahl mit der Eigenschaft, dab 
co (i a) = oo. Wir betrachten nun die Komposition der folgenden Abbildungen: 

((z) = ~ / l o g  z 
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(log z ist der Hauptzweig der Logarithmusfunktion), 

co (0 = ei~ ~1 (~ + i]log BI/2 ~) 
01(~-i]logB]/2~) 

(der Parameter z der Thetafunktion ist z = i I log ro[/~, und 0 ist eine reelle 
Konstante), und 

1 
w(co)=--. 

(D 

Die Funktion ((z) bildet den Kreisring R auf das Rechteck Tab ,  wobei 
z =  i ilog r0i/7~. Die Funktion co(() bildet T auf das AuBere des Einheitskreises 
ab, von dem ein Bogen des Kreises mit Radius lIB entfernt ist. Die Kompo- 
sition dieser Abbildungen 

1 i 
01(f~i l~  2~ [l~ ) 

g(z)=e -i~ 
/ 1  1 i 1 \ 0 1 [ ~ /  o g z + ~ l  ogB]) 

geh6rt zur Klasse F~, o und ist eine Extrernalfunktion far jedes reelle 0. Wir 
bemerken, dal3 der Kreisbogen Fg auf dem Kreis I zl = B liegt. 

Eine Rechnung zeigt, dag die Zahl A 2 dutch den folgenden Ausdruck 
gegeben ist: 

A 2 = [ g ' ( B ) I = ~  - ( 1 - r  2") 01 ~ - l o g B  . 

4. Die Drehung im Punkt B 

Wir setzen b = 0  und betrachten nur normalisierte Funktionen, fi.ir die 
f ( 1 ) =  1 gilt. Ffir jede solche Funktion fsFff~ o haben die Tangentenvektoren 
an den Kreis Izl = 1 im Punkt z =  1 und an den Kreis [wl = 1 in w =  1 das gleiche 
Argument. Fiir jede Funktion feF~o k6nnen wir also den Zweig der Log- 
arithmusfunktion w~hlen, fiir den .~ log f '  (1)= 0 gilt. Fiir diesen Zweig fragen 
wir nach den Gr6gen 

max ~ logf ' (B)  und min .~logf'(B). 
f~F~,  0 f~F~,  o 

Die Reihenentwicklung einer Funktion in F~ o um B zeigt, dab wenn g (z) 
eine Extremalfunktion flit das Maximumproblem ist, so ist g (2) eine Extremal- 
funktion for das Minimumproblem. Es geniigt also, das Maximumproblem zu 
betrachten. 

Es sei g eine Extremalfunktion fi.ir das Maximumproblem. Ein Vergleich 
1 

von g'(B) mit der Ableitung in B d e r  Funktion ~ Up(g(z)) fiihrt zu der 
Ungleichung 

U~(O) 
.~log u~(1) <0. 



326 R. McLaughlin: 

Nach einer kurzen Rechnung erhalten wir die Bedingung 

9 l [ap2  i( l+wo) 
Wo2(l_wo) ~O(p3)] --<0" 

Schiffers Lemma besagt nun, dab das Kontinuum Fg eine analytische Kurve 
ist, die der Differentialgleichung 

w,(t)2 i(l+w(O) > 0  (5) 
geniigt, w (t) 2 (1 - w (t)) 

Die L6sungskurven yon (5) sind symmetrisch in bezug auf den Einheitskreis 
[w[ = 1. In der N~ihe des Nullpunkts sind sie lokal wie logarithmische Spiralen. 
Die obere Hglfte des Einheitskreises, w (t)= e it (0 < t < ~), ist eine L6sungskurve, 
aber die untere H~ilfte des Einheitskreises schneidet LSsungskurven senkrecht. 
Die L6sungskurven verlassen den Nullpunkt als Spiralen, winden sich um den 
Nullpunkt in der oberen H/ilfte yon D und verlassen D in der unteren Halb- 
ebene. 

Benutzen wir die spezielle Parameterdarstellung w(t)=g(r o e i~) fiir die 
Kurve F~, so k6nnen wir yon (5) die Differentialgleichung 

l+g(z)  
g'(z)2 g(z) 2 (1 -g(z)) 

=iz -2 K+2ig'(1)~(logz)-iA~ log~-  - i A ~ ( l o g z B )  

-i fo(lOgB)+ifo(logzB) ] 

ftir die Extremalfunktion g erhalten. Hier sind ~ (u) und go (u) die Weierstrag- 
schen ~- und go-Funktionen mit Perioden 2n zc i + 2m log ro; K ist eine reelle 
Konstante; A =  1 +Bg"(B)/g'(B)+2Bg'(B); und g'(1)= 91A. Man kann leicht 
Beziehungen zwischen den Parametern K, A und g'(1) finden, aber anscheinend 
ist es schwierig, diese Parameter explizit zu bestimmen. 

( ,B ~ f ( )  ~ 
5. Maximum und Minimum der Gr6fe 91 t~ f ( - ~ - c )  

Man wiihle einen Punkt c in D. Jede Funktion der Klasse FB. b bildet den 
Einheitskreis Izl = 1 auf den Einheitskreis Iw[ = 1 ab. Das Innere des Bildkreises 
[wl = 1 ist sternf6rmig in bezug auf c. Deshalb gehen Kreise Iz[--r in Kurven 
tiber, deren Inheres ebenfalls sternf6rmig in bezug auf c ist, wenn nur r gentigend 
groB ist (r < 1). Eine Funktion f bildet den Kreis ] z r = r auf eine Kurve ab, deren 
Inneres sternf6rmig in bezug auf c ist, falls das Argument von f(reit)-c 
monoton m i t t  w~ichst, das heigt, falls 

f'(z) ) >0  ([zl=r). 91 z f (z ) -c  = 
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In diesem Abschnitt fragen wir nach dem Maximum und Minimum der GrSBe 
9t (B f'(B)/(f(B)-c)) fiir Funktionen der Klasse FB, b (b * c). 

Wegen der Kompaktheit der Klasse FB, b existiert eine Funktion g eFB, b 
(b + c) mit der Eigenschaft, dab 

g'(B) I ' = max~R/S f'(B) -I 
\ g(B)-c! J'~B,~ \ f(B)-c]" 

Ein Vergleich yon g mit den Funktionen Up o g fiihrt zu der Ungleichung 

2 B / 1 - b w o ~  2 
Ol [ap ~ g ' ( B ) \  b_wo ] +O(p3)]>0.  

Deshalb ist das Kontinuum F~ eine analytische Kurve, die der Differential- 
gleichung 

a-bw(t)]2<0 
w'(t)2 b--~c g'(B) ( b-w(t) ] (6) 

geniigt. 

Von der Theorie der quadratischen Differentiale [9, S. 32] folgt, dab das 
Verhalten der LSsungskurven zu (6) in der Niihe von b von dem Parameter 
E= i[(b-c)/Bg'(B)] ~ abhiingt. Im Fall ~Rg4:0 und 3Y+ 0 verhalten sich die 
LSsungskurven zu (6) in der N~ihe yon b wie logarithmische Spiralen. Im Fall 
~lt '#0, .3g=0 sind die LSsungskurven (lokal) Strahlen, die yon b ausgehen. 
Im Fall ~Rt'=0, .~E4=0 sind die LSsungskurven (lokal) einfach geschlossene 
Kurven um b. 

Wiihlen wir nun B >0  u n d c  < b = 0, und nehmen wir zusiitzlich an, dab 
g'(B) > 0 gilt, so erhalten wir von (6) die Differentialgleichung 

w'(t)\ 

deren LSsungskurven Kreise um den Nullpunkt sind. 
Ftir das Minimalproblem 

( if(B) ] rain ~ B 
f~v,,~ f (B)-c]  

brauchen wir nur alle Ungleichheitszeichen umzukehren. Fiir den Spezialfall 
B > O, c < b = 0 u n d  g'(B) > 0 erhalten wir die Differentialgleichung 

#(0\  ^ > ~  

deren LSsungskurven Strahlen vom Nullpunkt sind. 
Fiir die Normalisierung B>0,  c < b = 0  und g'(B)>0 erreicht die GrSBe 

9t[Bf'(B)/(f(B)-c)] also ein Minimum fiir eine Funktion g, f'tir die Fg eine 
Strecke der negativen reellen Achse ist. Das Maximum wird erreicht fiir eine 
Funktion h, fiir die Fh ein Kreisbogen (symmetrisch in bezug auf die reelle 
Achse) in der linken Halbebene ist. 
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ii B 
6. Maximum und Minimum der Gr•fle ~ 1 + B f ( ) 

Jede Funktion der Klasse FB, b bildet den Einheitskreis [zl = 1 auf den Ein- 
heitskreis I wl = 1 ab, dessen Inneres konvex ist. Ffir geniigend groBe Werte yon r 
( r < l )  werden deshalb Kreise [zl=r auf Kurven abgebildet, deren Inneres 
ebenfalls konvex ist. Das Bild eines Kreises Izl = r  unter einer Funktion f i s t  
konvex, falls 91 [1 + zf"(z)/f'(z)J > 0 ([z[ = r). 

In diesem Abschnitt fragen wir, flit welche Funktionen in Fs, b die Gr6Be 
91 [1 + Bf'(B)/f'(B)] ein Maximum und Minimum erreicht. 

Zun~ichst sei g eine Funktion in F~, bmit der Eigenschaft 

+B g'(B)~ = max 91 1+ 91 1 g'(B)! 

Ein Vergleich von g mit der Funktion Up o g fiihrt zu der Ungleichung 

9t [a p2 s (Wo) + O(p3)] < 0, 
w o  

t - b w  Bg'(B) ,. t b-w { ~  t~-bw)(l+lb]g-2bw)+Bg'(B)j s(w)= 

Also ist das Kontinuum Fg eine analytische Kurve, die der Differentialgleichung 
w'(t): s(w(t)) > 0 geniigt. 

Fiir den Spezialfall b =  0 wird die Differentialgleichung fiir Fg besonders 
einfach, n~mlich 

wt(t) 2 w(t) -3  [Bg'(B)+w(t) 2 Bg'(B)] <0.  

Da die Klasse FB, omi t  jeder Funktion f auch alle Funktionen d ~  (0 reell) 
enth~ilt, und da die GrBBe 91[-I +Bei~176 nicht von 0 abh~ingt, 
dtirfen wir annehmen, dab g'(B) reell und positivist. W~ihlen wir noch zus~itzlich 
B > 0, so erhalten wir die Differentialgleichung 

w,(t)2 1 +W(/) 2 
w(t) 3 <0. (7) 

Die negative reelle Achse und die rechte H/ilfte des Einheitskreises sind L6- 
sungskurven von (7). Die iibrigen L6sungskurven entweder winden sich um 
den Nullpunkt auf solche Weise, dab sie tangentiell zur negativen reellen Achse 
im Nullpunkt beginnen und enden, oder sie kommen vom AuBeren des Ein- 
heitskreises, schneiden die linke Hiilfte des Einheitskreises, und enden ebenfalls 
im Nullpunkt. Wir vermuten, dab die Kurve Fg eine Strecke auf der negativen 
reellen Achse ist. 

Es sei nun g eine Extremalfunktion fiir das Minimalproblem: 

( " ( " B  �9 B g (B)X . ~ f  ( )X 91 1+ g ~ ; ~ } =  min 91 1 
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In den obigen Ungleichungen brauchen wir nur alle Ungleichheitszeichen um- 
zukehren. Insbesondere erhalten wir fiir den Spezialfall B > 0, b = O, g'(B) > 0, 
dab die Kurve F~ der Differentialgleichung 

w,(t)2 1 +w(t)  2 
w(t) 3 > 0  (8) 

genfigt. Spiegelt man die L6sungskurven von (7) in der imagin~iren Achse, so 
erh51t man die L6sungskurven von (8). Wir vermuten, dab Fg ein Bogen (sym- 
metrisch in bezug auf die negative reelle Achse) einer L6sungskurve ist, die sich 
um den Nullpunkt windet. 

7. K r i i m m u n g  

Eine Funktion f6FB, b bildet den Kreis Izl= IBI auf eine Kurve C a b ,  die 
den Punkt w = b enth[ilt. Die Krtimmung von C im Punkt w = b ist durch den 
Ausdruck 1 

91 (1 + B f"(B)~ KB, b,f-- [Sf'(B) l \ i f(B)! 

gegeben. Wir fragen nach den Extremwerten der Gr/~Be KB, b, r ffir Funktionen 
der Klasse FB, b" 

Da die Klasse FB, b kompakt ist, existiert ein g ~ FB, b mit der Eigenschaft, dab 

KB, b,g= m a x  KB, b, f- feFB, b 
Ein Vergleich yon g mit den Funktionen U o o g ffihrt zu der Ungleichung 

{ap z [e \/1-bw~ ] 2Bg'(B)(1-[~w~ +lbl2-2[~w~ 

4 (l_lb[2)(b_wo) 

wobei c =  9t [1 +Bg'(B)/g'(B)]. Ohne Beschr~inkung der Allgemeinheit diJrfen 
wir annehmen, dab g'(B)>0. Setzen wir b=0 ,  so vereinfacht sich die obige 
Ungleichung zu dem Ausdruck 

{ a p2 [L W 2c 2Bg'(B)w 3 2Bg'(B) I+o(P3)} < = O ' w o  91 

Folglich geniigt die Kurve Fg der Differentialgleichung w'(t) 2 s (w (t))> 0, wobei 

s(w) = - w-3 (2 B g ' (B)-  c w + 2/~ g'(B) wZ). 

Mit der Normalisierung B > 0 erhalten wir die Differentialgleichung 

w'(t)2 ( l _  A w(t)+ w(t)2)<O, 
w(t) 3 

wobei A = c [2Bg'(B)-]-I> 0. Die negative reelle Achse ist offensichtlich eine 
LSsungskurve, und die i.ibrigen LSsungskurven ~thneln denen yon Differential- 
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gleichung (7). Wir vermuten, dab mit den obigen Normalisierungen die Kurve 
Fg ein Sttick der negativen reellen Achse ist. 

Es sei nun g eine Funktion mit der Eigenschaft, dab KB, b,g= rain KB, b,I" 
f ~FB, b 

Wir diJrfen wieder annehrnen, dab g'(B) positivist, und wir brauchen in allen 
Ungleichungen nur die Ungleichheitszeichen umzukehren. Aber in diesem 
Fall ist c (und somit A) nicht notwendig positiv. FiJr die Normalisierungen 
B > 0 und b = 0 erhalten wir die Differentialgleichung 

w'(t)2 (1 - A w (t) + w (t) 2) > 0. (9) 
w(t) 3 

Die L~Ssungskurven von (9) sind verschieden fiJr A > - 2  und fiJr A < - 2 .  
Aber wegen der Beziehung A =KR,0,g/2 ist die Kurve Fg in jedem Fall ein 
Bogen, symmetrisch in bezug auf die negative reelle Achse, der sich zur rechten 
Halbebene hin biegt. 
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