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Fixpunktsiitze in uniformen Riiumen 
Herrn JOSEF LENSE zum 70. Geburtstag am 28. Oktober 1960 gewidmet 

V o n  

RUDOLF ALBRECHT und GUIDO KARRER 

Die vorliegende Arbeit schlieflt an Untersuchungen yon L. KANTORO- 
VlTCH [1], J.WEISSlNGER [2] und J. SCHR~SDER [3] an und gibt eine abstrakte 
Verallgemeinerung gewisser Fixpunkts~itze fiber kontrahierende Abbildungen 
im Rahmen tier Theorie der uniformen R~iume. An Stelle der in E3] ange- 
gebenen Definition ,,veraUgemeinerter Abst~inde" wird eine andere eingeffihrt, 
die R~ume mit einem solchen Abstandsbegriff als Spezialfiille von uniformen 
R~iumen ausweist. 

1. Hilfss~itze 

Sei E ein topologischer Raum, ] eine Abbildung von E in E. Ferner 
sei ~3 eine (eigentliche) Filterbasis auf E (bezfiglic h der Ordnung _--<, die 
durch die mengentheoretische Inklusion =C gegeben ist) und es sei ffir e ine 
beliebige Filterbasis ~ auf E mit Fi (~ der durch ~ erzeugte Filter, mit Lr 
die Menge der Limites von ~, mit Ar die Menge der Beriihrungspunkte yon 

bezeichnet. SchlieBlich soll ffir beliebiges xEE der Umgebungsfilter yon 
x mit Lt, bezeichnet werden. Wir nehmen an, dab L~ =~0 ist. 

LEMMA t. Ist / stetig au] L~ und Fi ~3/einer als Fi / (~3), dannist 1 (L~) C= L~. 
BEWEIS. ] stetig auf L s  heiBt : F fir beliebiges x E L~ ist llt(,)_C_ Fi ] (li,). 

Da x Limes yon ~3 ist, gilt U,~Fi  ~. Deshalb ist I~/(~_C_Fi/(LIx)__CFi/(~3 ). 
Damit hat man, weil ](x) Limes yon 11i(,) is t , / (x)CLi(~) ffir jedes xCL~. 
Also gilt 

(t .t) 1 _c 
Nun istFi/(~3) _C_Fi ~3, also auch L/(~j~L~e. Mit (1.1) folgt daher/(L~)C__L~. 

LEMMA 2. Ist / stetig au/ A ~ und Fi ~ gr6ber als Fi / (~), dannist ] (A ~) C= A ~. 
BEWEIS. ] stetig auf A~ heigt: Ffir beliebiges xCA~ ist I~I(,)C=Fi/(II,). 

Sei xCA~. Danh existiert ein Filter ~, so dab Fi ~ und 11,==~ [4, Chap. I, 
p. 49]. Deshalb ist Fi / (~3) __C Fi ] (~) und Fi / (LI,) C__ Fi / (~). iX{it Obigem gilt 
Ut(.)__(Fi/(~ ). Es folgt L~(~I(=A~I~I(__AtI~)unct /(x)~A/(~l ffir jedes x~A,~. 
Also ist 
(t.2) /(A~) C= A/(~I. 

Nun gilt Fi ~3~Fi/(~3), also istA/I~C=A ~. Mit (1.2) folgt deshalb/(A~)C=A~. 
BEMERKUNGEN. t. Ist E separiert, dann ist L~=A~={x} [~, Chap. I, 

p. 49]. Ist also ~5 mit /(~) vergleichbar, dann ist x=/(x). 2. Ist E ein 
uniformer Raum, dann ist L~=A~ ~, Chap. II, p. t46, t48]. 
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2. Fixpunkts/itze ffir Abbildungen eines uniformen Raumes in sich 
Sei E eine Menge, ~ eine Filterbasis auf E •  die ein Fundamental- 

system von Umgebungen einer uniformen Struktur auf E ist. Wir betrachten 
den hierdurch gegebenen uniformen Raum und bezeichnen ihn wieder mit  E .  

SATZ t. Sei / eine Abbildung yon E in E;  M(__E, M ~ : 0 ;  M,,= U J ( M ) ,  
l>n  

N = { i ,  2, 3 , . . . ) ,  nCN," ]erner sei X die Menge der Limites yon {Mn)n~ x und 
/ stetig a u / X .  Dann gilt (a) ](X)(=X," (b) / a l l sE  separiert ist, / ( X ) = X  und 
X enthdlt h6chstens ein Element. 

BEWEIS. {M~),r N ist eine Basis des Elementarfilters von {]~(M)},,r 
Ist X = 0 ,  dann ist / ( X ) = X .  Sei X ~ 0 .  Nach Voraussetzung ist / stetig 
auf X. Ferner ist Fi {M,,}~r N ebenso fein wie Fi / ({M~}~x), denn/({M~)~N) = 
{M,,+I}I,~ N. Also ist nach Lemma t /(X)(=X. (b) ist trivial. 

]3EMERKUNG. Statt Lemma t kann auch Lemma 2 zum Beweise beniitzt 
werden. 

SATZ 2. Sei E separiert und / eine Abbildung yon E in E. Fi~r jede Wahl 
von BE?3, yC E, z~ E existiere ein nC N, so daft {/~(y),/"(z)}X{/~(y), 1~ (z)}~ B. 
Dann hat / au/ E h6chstens einen Fixpunkt. 

BEWEIS. Sei y = / ( y ) ,  z----/(z), y ~ z .  Dann existiert ein B C ~ ,  so dab 
(y, z)~B, da E separiert. Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, 
dab es ein n gibt, so dab {/~(y),/~ (z)} x {/"(y),/~(z)}C=B ist, weil dann (y, z) C B 
w/ire. 

'SATz 3. Sei E separiert und vollstiindig, / eine Abbildung von E in E. 
Fiir ]ede Wahl yon B ~ ~ und /i~r ein z C E existiere ein n E N, so daft, {/~ (y), /" (z) } 
• /~(z)~CB /iir beliebiges y ~ E  gilt. Dann existiert x =  lim /~(z). Ist 

/ stelig im Punkte x, so ist x=/ (x ) .  .~o~ 

e,ne  
[ E N  ] ~ hEN 
"l>=n 

beliebiges Element yon ~3 und B o B_( B'. Dann ist ftir beliebiges ganzzahliges 
o ~ 0  {/~§176 /~(z))•247176 /~(z)}(B. Folglich ist ftir beliebige ganz- 
zahlige Q_>--0 und a>--O (/~+~ /~(z))EB und (/~(z), /~+~ also 
(/~§176 /~+"(z))CB'. Damit gilt z~vf(z) • Wegen der Voll- 

stfindigkeit von E ist ]~(z) konvergent. Da E separiert ist., existiert 
= EN 

nur ein Limes. Ffir diesen schreiben wir x =  lim ]'~(z). Ist / stetig im Punkte 
x, so ist x =/(-~) nach Satz 1. 

3. Erzeugung einer uniformen Struktur mittels verallgemeine.rter Nbst~inde 
In Anwendungen werden uniforme Strukturen mittels des gew6hnlichen 

oder eines ,,verallgemeinerten" Abstandsbegriffes erzeugt. Sei He ine  Menge 
[9, or, z . . . .  } yon Elementen o, a, r, . . . .  Auf H sei ein assoziatives, kommu- 
tatives inneres Kompositionsgesetz (o, a) --~o + a erklS.rt ffir beliebiges ~ ~ H, 
a.::H. In H existiere ein neutrales Element o. Ferner sei H geordnet durch 
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eine Relation <_1). Schlieglich gelte 

H t :  o sei kleinstes Element yon H, H '=H--{o}  sei links filternd; �9 

H 2 : zu beliebigem 0 E H' existiere ~' E H', so dab 2 ~'_-< Q; 

H 3 : fiir beliebige Elemente ~, a, z aus H folge aus ~ a  dab ~ + z = < a + Z  ist. 

Aus H 3 folgt: Ist #_--<a, e ~ z  dann i s t / z + ~ = < a + z .  Aus H 2  und H 3 
folgt ' < ~  ' <  Q = z ~  =Q. 

Sei E eine Menge {x, y, z, ...} yon Elementen x, y, z . . . .  und d eine Ab- 
bildung yon E •  in H, so dab flit beliebige Elemente x, y, z a u s E  gilt 

DI" d (x , x )=o;  
D2: d(x ,y )=d(y ,x ) ;  
D3: d(x, y) <= d(x,z) +d(z, y). 

- 1  

Wir setzen ftir beliebiges eCH'Bo=d({alaCH, a=<~}). Dann ist {Bo}o~ n, 
ein Fundamentalsystem yon Umgebungen einer uniformen Struktur auf E. 

Beweis. Ftir beliebiges ~ C H' ist A_C_ B o wegen D t. Aus H t folgt, dab 
es zu beliebigem ~ C H', ~' C H' ein ~" C H' gibt, so dab ~" ~ ~ und ~"<= ~'. 
Ferner gilt: Ist a<=z, aCH', so ist B~C=B,. Somit ist {B~}Qr n, eine Filter- 

-1 
basis. Wegen D2 ist Bo-----B o. Sei schliel311ch ~ ein beliebiges Element aus 
H'. Nach H2  existiert ~:CH', so dab 2~'--<_8, und nach H 3 ist ~'--<Q. In- 

folge O 3 ist BQ, C= B~ r ~ B~. 
Sei ] eine Abbildung yon E in E und z CE. Wir betrachten die Filter- 

basis { ~N/Z(z)}z ~EN undse tzenz l=f(z ) , lCN.  Diese Filterbasis ist nur dann 
" l > n  

konvergent, falls sie ,,beliebig kleine" Mengen enth~lt, das heil~t, zu beliebig 
gew~hltem 0 E H'  existiert n C N, so dab 

(3.1) d(z~, z~) <= ~ ist ]i~r beliebiges k >_n und l>=n. 

(3.1) ist erffillt, falls 

m 
(3.2) ~, d(z~+l, z~) <~ q ist fi~r beliebiges mund k, m>=~>=n. 

i = k  

Denn seiin (3.1) l=k  +r, r > 0 .  Dann ist d(z~, z~+,)<=d(z~, z~+l)+d(z~+ 1, z~+,) 
infolge D 3. Wegen H 3 erh~lt man unter Berticksichtigung von (3.2) 

k+r--1 
d(z~, z~,+,) _--<~ d(z~, z~+~) <--_ e. 

i = k  

4. Majorantenmethode.  Fehlerabsch~tzung 

\Vir nehmen nun an, dab jedes Element yon H regular sei. Dann besitzt 
H eine Symmetrisierung H = { ~ ,  a, z . . . .  ; --.~, - - a , - - - z  . . . .  }. H ist eine 
Gruppe. Mittels der Ordnung auf H wird in nattirlicher Weise eine Ordnung 

1) H b r a u c h t  n i ch t  volls t i indig geordne t  zu sein,  

27* 
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auf H erhalten, indem wir dann und nur dann - - a=<- -~  setzen, wenn ~ a ,  
E H, aC H ist und Transitivit~lt verlangen. Ferner gelte 

H3 :  Ftir beliebige Elemente ~, a, ~ ausH fotge aus 0=<a, dab ~ + z = < a + ,  ist. 

Daraus folgt: Ist a+~----0, o<--_a, dann ist v_--<e. Ist a = 2 a ,  dann ist a = o .  
Ist #<=a, ~<~,  dann ist #+~--_<a+z. 

Auf H sei ein ~ui3eres Kompositionsgesetz (M, ~)-+M~, M~E H, mit dem 
Operatorenbereich Q----{M, N . . . .  } erkl~rt. Innere Kompositionsgesetze auf 
g2 seien durch (M + N) ~ = M ~ + N e, (M N) e = M(N ~) gegeben fttr beliebiges 
MEQ,  NEQ,  und ~CH. Ffir die Operatoren aus Q gelte ferner fiir beliebiges 
ME,Q, aCEr, q E H  

f21: falls o --<_ ~, dann sei o =< M 0,  
~Q~: falls a_<--0, dann sei M a < = M ~ .  
Sind die Operatoren aus Q additiv, so ist M o = o  und f2t folgt aus f22. 
Ferner ist dann M(- -  ~) ---- --  M0. 

Sei ] eine Abbildung yon E in E und E'<=E. Fiir ein n E N existiere ein 
M E ~ ,  so dab fitr beliebiges xCE'  und fitr beliebiges yEE '  d(/*(x), ]~(y)) <= 
M d ( x ,  y) ist. Dann sagen wir, ,,]~ ist auf E' M-beschr~nkt". Fttr z E E  
setzen wir ferner z i -~ ]i(z), i CN. Es gelten dann folgende hinreichende 
Kriterien ffir die Giiltigkeit yon (3.1): 

1. Far ein zC E und iedes nC N sei ]~ au/ {z, zl, z~, z 3 . . . .  } M~-beschriinkt. 
Existiert [i'tr beliebiges /estes o 'EH'  ein nCN,  so daft M,,d(z,z,)<--<_~' ist 
]ar beliebiges r > o ,  so gilt (3.1). 

BEWEIS. Zu beliebigem ~ H "  existiert ~'CH', so dal3 2~'=<~ ist. Ferner 
gil t  d(z~,z~+~)<=M~d(z,z,)<=~'. Ftir k>=n und l>_n ist dann d(zk,z~)<= 
d(z~, z.)+d(z., z3< 2 (<0 .  

2. Sei ] au] den Mengen {zi+ ~, zi}, i EN,  M-beschrgnkt. Fi~r beliebiges 

E H' existiere ein n E N, so daft /i~r ~edes r >= 0 ~. Mid (z,~+i, z,) <= ~ ist, wobei 
i=0 

M ~ den Identitgtsoperator bedeute. Dann gilt (3.~) und damit (3.1). 
m ~ sn--n 

BEWEIS. ~, d(zi+i, zi) <= d(z~+~, zi)<= ~. Mid(z~+~, z,) <--<_ e" 
~=k i=n ]=0 

Ferner gelten folgende Fehlerabsch~tzungen : 

1. Sei x = ]  (x), z E E und [" au/ {x, z} M,-beschr~nkt [~r ,]edes n ~_ N. 
Dann ist d(x, Zn)<=Mnd(x,z ) eine Abschi~tzung des Abstandes der n-ten 
Iterierten ]"(z) vom Punkte x. AbscMitzungen dieser Art dienen in der Praxis 
zur Kennzeichnung des Konvergenzverhaliens (z. B. lineare Konvergenz, quadra- 
tische Konvergenz). 

2. Sei k ~ N  eine [este Zahl, m > n > k ,  [~ au/ {z~§ Mrbesehr~nkt 

[ ,r  iedes l > _ n - - k  und x Limes der Filterbasis I Ux[i(z)l Dann ,;st 
- -  m--k--1 t ~n n~N" 

d(x, zn)<=d(x , z,,),+ ~, M~d(zk+~, z~). = 
l=n-~k 
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BEWEIS. 
m--I m--k--1 

d(x,z~)<d(x, Zr~)~d(zm, z,,) und d(zm, zn)<-- ~d(&+l,&)<-_ ~. Mld(zk+i,zk). 

Abschitzungen" dieser Art werden in der Praxis h/iufig beniitzt, falls z.B. H 
das Interval1 [0, oo), E ein metrischer Raum,/2 eine Menge von nichtnegativen 

reellen Zahlen ist, limood~x, Zm)=0 ist und die Reihe ~. M z konvergiert. 
I=n--k 

Auf der Majorantenn{ethode beruht 

SATZ 4. Sei ] eine Abbildung yon E in E und f au[ E Mz-beschr~nkt [i~r 
iedes lE N. Es existiere ein Operator ME/2 und zu beliebig gewiihlten OCC_H ', 

m 

yCE, zEE ein sCN, so dab fiir ]edes m>_s o<Md(y , z ) - -  ~.lVI~d(y,z)< e 
ist. Dann ist {Uf(z)) i~ N Basis eines Cauchy-Filters und ,=1 

{p+~ (y), p+~ (z)} • {/'+? (y), ]*+~ (z)} ~ B2. o . 

B~wEIs. {U/Z(z))j~ x ist genau dann Basis eines Cauehy-Filters, wenn 

(3A) gilt. Sei ~* ein beliebiges Element aus H', 20_<~*, 2Q'<Q nach H2, 
und r E N. Wir nehmen das zu e', z,§ z, geh6rige s C N. Es ist d (zi+i, zj) _--< 

s+r+l~ 
Mj_,d(z,+i,z,) fiir i>r. Aus D 3 folgt d(z,~_,+,+l,Z,+,+i)< ~." d(z~+z,zi) 

i=s+r+l  
s + k  s 

<-- X M~. d (z,+~, z,) fiir beliebiges k > 0. Ferner gilt Md (z,+~, z,) ~, lVijd (Z,+l, z,) 
i = s + l  i=1 

s+k s+k 
_<Q' und Md(z,+~,z,)+ Y'Mid(z,+~,z,)<Q', also nach H 3 ~, Mid(Zr+l,Z,) 

~=1 i = s + l  

- 2 e .  Daraus folgt d(z,+,+~+~,z,+,+l)<=2e'< & Ebenso gilt dann fiir belie- 
biges l >  0 d (z,§ i, ' < z,+,+~+~) < 2 e = e. Damit folgt aus D 3 d (z,+,+~+ l, z,+,+~+l) 
<2e<e*. Somitgllt(3A) mi tn- - - s+r+2.  SchlieBlichistM,+~d(y,z)<2 O, 
also d (/s+i(y), i,+i ~z,~ < M " '  z) < t I1=. ~+iaty, 2~. 

Ist H das Intervall [0, oo), E ein voUstindiger, metriseher Raum, /2 
eine Menge von nichtnegativen reellen Zahlen, so ergibt Satz 4 m i t  den 
Siit zen 1 und 2 einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz ffir Fixpunkte, der an- 

' scheinend erstmals von J .  WEISSlNGER [2] formuliert wurde. Die in Satz t 
geforderte Stetigkeit folgt dabei aus der Dehnungsbeschr~inktheit. 
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