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Fixpunktsitze in uniformen Riumen

Herrn JoSEF LENSE zum 70. Geburtstag am 28. Oktober 1960 gewidmet

Von )
R_UDOLF ALBRECHT und GUIDO KARRER

Die vorliegende Arbeit schlieBt an Untersuchungen von L.KANTORO-
vitcH [I], J'WEIsSINGER [2] und J. SCHRODER [3] an und gibt eine abstrakte .
Verallgemeinerung gewisser Fixpunktsitze iiber kontrahierende Abbildungen
~ im Rahmen der Theorie der uniformen Riume. An Stelle der in [3] ange-
gebenen Definition ,,verallgemeinerter Abstinde’* wird eine andere eingefiihrt,
die Riume mit einem solchen Abstandsbegriff als Spezialfille von uniformen
Riumen ausweist. '

' 1. Hilfssdtze

Sei E ein topologischer Raum, f eine Abbildung von E in E. Ferner
sei B eine- (eigentliche) Filterbasis auf E (beziiglich der Ordnung =, die
durch die mengentheoretische Inklusion < gegeben ist) und es sei fiir eine
beliebige Filterbasis € auf E mit Fi€ der durch € erzeugte Filter, mit Lg
die Menge der Limites von €, mit Ag die Menge der Berithrungspunkte von
¢ bezeichnet. SchlieBlich soll fiir beliebiges € E der Umgebungsfilter von
x mit U, bezeichnet werden. Wir nehmen an, dafl Lg == ist.

LemMA 1. Istf stetig auf Lg und ¥i B feiner als Fi f(B), dann ist f(Lg) CLg.

BeEwEIs. f stetig auf Ly heiBt: Fiir beliebiges x€ Lg ist W;,)SFif(lL,).
Da x Limes von % ist, gilt U,CFi®%. Deshalb ist U, CFi f(U,) CFi (D).
Damit hat man, weil f(x) Limes von Uy, ist, f(x) € L, fiir jedes x€Lg.
Also gilt ' ‘
(1.1) F(Lg) S Lyss,-

Nun ist Fi /(8) CFi B, also auch Ly, CLg.-Mit (1.1) folgt daher f(Lg)< Ly,
LemMA 2. Ist f stetig auf A und Fi B grober als Fif (D), dann ist f(Ag)CAg.
BEWEIS. f stetig auf Ag heiBt: Fiir beliebiges ¥€Ag ist U, CFi f(11,).

Sei x€ Ag. Dann existiert ein Filter §, so daB Fi B F und U,CF [4, Chap. I,

" p. 49]. Deshalb ist Fif(8)<Fi f(5) und Fif(1,)<Fif(F). Mit Obigem gilt

Wy SFif(§). Es folgt Ly S A CAym und f(x)EAyg, fiir jedes x€Ay.

Also ist _ _ .

(1.2) f(Ag) S 4w

Nun gilt Fi 8CFi (D), also ist 4;@ CAg. Mit (1.2) folgt deshalb f(4g)CAgn.
BEMERKUNGEN. 1. Ist E separiert, dann ist Ly=Ag={x} [4, Chap.I,

p. 49]. Ist also B mit f(B) vergleichbar, dann ist x=/(x). 2. Ist E ein

uniformer Raum, dann ist Lg=Ag [4, Chap. II, p. 146, 148].
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2. Fixpunktsitze fiir Abbildungen eines uniformen Raumes in sich

Sei E eine Menge, ¥ eine Filterbasis auf E XE, die ein Fundamental:
system von Umgebungen einer uniformen Struktur auf E ist. Wir betrachten
den hierdurch gegebenen uniformen Raum und bezeichnen ihn wieder mit .E.

SaTz 1. Sei f eine Abbildung von E in E; MCE, M =0; M":ng/l (M),

izn
N={1,2,3,...}, nEN; ferner sei X die Menge der Limites von {M;};EN wnd
f stetig auf X. Dann gilt () [(X)S X, (b) falls E separiert ist, {(X)=X wund
X enthilt hichstens ein Element. ‘

BEWEIs. {M,},cy ist eine Basis des Elementarfilters von {f*(M)},cy.
Ist X=¢, dann ist f(X)=X. Sei X=0. Nach Voraussetzung ist f stetig
auf X. Ferner ist Fi{M,},cy ebenso fein wie Fi f({M,},cy), denn / ({M,}, c y) =
{M, . 1}en. Also ist nach Lemma 1 f(X)CX. (b) ist trivial.

BEMERKUNG. Statt Lemma 1 kann auch Lemma 2 zum Beweise beniitzt
werden.

Satz 2. Sei E separiert und | eine Abbildung von E in E. Fiir jede Wahl
von BEDY, yCE, 2€ E existiere ein nc N, so daf {{*(v), *(2)} x{*(¥), {*(2)}< B.
Dann hat | auf E hichstens etnen Fixpunkt.

BeEwels. Sei y=/f(y), z=f(2), y=2 Dann existiert ein B€®B, so dal
(y,2)§ B, da E separiert. Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung,
daB es ein n gibt, so daB {f*(y), f*(2)} x{*(¥), /*(2)}< B ist, weil dann (y, 2) € B
wdre.

" Sa1z3. Sei E separiert und vollstindig, | eine Abbildung von E in E.
Fiir jede Wahl von BED und fiir ein 2C E existiere ein n€ N, so daf {{* (), f* (2)}
X{* (), 1*(2)}CB fiir beliebiges yE€E gilt. Dann existiert x=lim f"(z). Ist
f stetig im Punkte x, so ist x=f(%). nee

1
BEWEIS. {lléJNf (2)
beliebiges Element von 8 und Bo B CB’. Dann jst fiir beliebiges ganzzahliges
0=0 {f"T2(z), I"(a)}x{f"T°(2), f"(x)}<B. Folglich ist fiir beliebige ganz-
zahlige 020 und 620 (/**¢(z), f*())€B und (/*(z), f**°(2))€B, also
(/*72(z), f"t°(»))€B’. Damit gilt ZéJVf’ (z) x zcuvfl (z)<B’. Wegen der Voll-

ist Basis eines Cauchy-Filters. Denn sei B’ ein
nEN .

Izn IZn
stiandigkeit von E ist {z va 7 (z)} konvergent. Da E separiert ist, existiert
) lé‘n nEN
nur ein Limes, Fiir diesen schreiben wir ¥= lim f*(2). Ist f stetig im Punkte

x, s0 ist x=/(x) nach Satz 1. neo

3. Erzeugung einer uniformen Struktur mittels verallgemeinerter Abstinde

In Anwendungen werden uniforme Strukturen mittels des gewohnlichen
oder eines ,,verallgemeinerten‘‘ Abstandsbegriffes erzeugt. Sei H eine Menge
‘o, 0, 7, } von Elementen g, 0, 7,.... Auf H sei ein assoziatives, kommu-
tatives inneres Kompositionsgesetz (o, 6) —o-+-0 erklirt fiir beliebiges g€ H,
o< H. In H existiere ein neutrales Element o. Ferner sei H geordnet durch
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eine Relation <1). SchlieBlich gelte

H1: o sei kleinstes Element von H, H'=H — {0} sei links filternd;

H2: zu beliebigem o€ H’ existiere ¢'€ H’, so daB 20'=<p;

H3: fiir beliebige Elemente g, ¢, 7 aus H folge aus <o daBl o+ 7=<05+ 7 ist.

Aus H3 folgt: Ist u<o, o<7 dann ist p+o<o+4+7. Aus H2 und H3}
folgt p'=2p'=0p.

Sei E eine Menge {«, ¥, 7, ...} von Elementen %, y, 2, ... und d eine Ab-
bildung von EXE in H, so daB fiir beliebige Elemente x, y, 2z aus E gilt
D1: d(x,x)=o0;

D2: d(x,y)=d(y, x);

D3: d(x,y) =d(%,2)+d(z )

Wir setzen fiir beliebiges o€ H' B, d({alo‘EH 0= }). Dann ist {BQ}QEH,
ein Fundamentalsystem von Umgebungen einer uniformen Struktur auf E.

Beweis. Fiir beliebiges o€ H' ist ACB, wegen D1. Aus H1 folgt, daB
es zu beliebigem p€H’, o'€ H' ein ¢’ € H' gibt, so daBl p”"=<p und "<y’
Ferner gilt: Ist 0= 7, O‘EH so ist B,CB,. Somit ist {BQ}QE g eine Filter-
 basis. Wegen D2 ist B, B Sei schlieBlich ¢ ein beliebiges Element aus
H'. Nach H2 existiert ! EH' so daBl 2¢"<p, und nach H3 ist o'<p. In-
folge D3 ist B,C By, CB,.

Sei f eine Abbildung von E in E und z€E. Wir betrachten die Filter-

basis{ U/ (z)} und setzen z,=/(z), /¢ N. Diese Filterbasis ist nur dann

l>n nEN

konvergent, falls sie ,,beliebig kleine’* Mengen enthilt, das heifit, zu beliebig
gewdhltem p€ H' existiert n€N, so daB

(3.1) d(z, ) <o st fiir beliehiges k=n wnd 1=n.

(3.1) ist erfiillt, falls

(24, %) = o st fiir beliebiges m und k, m=k=n.

INE

(3-2)

K

Denn seiin (3.1) l==Fk-+7,v>0. Dannist d(z,, 2,.,) Sd (2, Zp41) + 2 (2411, 21,)
infolge D3. Wegen H3 erhdlt man unter Beriicksichtigung von (3.2)

Az, Zpyy) = Z d(z,21) = 0.

4. Majorantenmethode. Fehlerabschitzung
Wir nehmen nun an, daB jedes Element von H reguldr sei. Dann besitzt
H eine Symmetrisierung H={p,0,7,...; — 0 —0,—T, 3. H ist eine
Gruppe Mittels der Ordnung auf H w1rd in natiirlicher \Velse eine Ordnung

1) H braucht nicht vollstindig geordnet zu sein.
27*
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auf H erhalten, indem wir dann und nur dann — o< — p setzen, wenn <o,
o€ H, o€ H ist und Transitivitit verlangen. Ferner gelte

H3: Fiir beliebige Elemente g, 0, 7 ausH folge aus < ¢, daB g+ 7=<0-+ 7 ist.

Daraus folgt: Ist 0+ 1=p, 0=0, dann ist t<¢. Ist 0=20, dann ist o=o0.
Ist u=o, o=7, dannist u+p=0o+7.

Auf H sei ein duBeres Kompositionsgesetz (M, o) ~M o, M o€ H, mit dem
Operatorenbereich 2={M, N, ...} erklirt. Innere Kompositionsgesetze auf
£ seien durch (M +N)p=Mo+Np, (MN)o=DM(N g) gegeben fiir beliebiges
McQ, NcQ, und pcH. Fiir die Operatoren aus £2 gelte ferner fiir beliebiges
McQ, ocH, ocH _

0, falls 0= p, dann sei 0 = My,

Q,: falls 6< g, dann sei Mo < Mop.

Sind die Operatoren aus £ additiv, so ist Mo=0 und !21 folgt aus Q2.
Ferner ist dann M(—g)=—Mp.

Sei f eine Abbildung von E in E und E'CE. Fiir ein #€ N existiere ein
MEQ, so daB fiir beliebiges x€ E’ und fiir beliebiges y€ E’ d(f*(x), /" (y)) =
M d(x,y) ist. Dann sagen wir, ,,f* ist auf £’ M-beschrinkt”. Tir zcE
setzen wir ferner z; = f'(z), 1€ N. Es gelten dann folgende hinreichende

~ Kriterien fiir die Giiltigkeit von (3.1):

1. Fiir ein 2CE und jedes nC N sei [* auf {z, 2, 25, 23, ...} M,-beschvinkt.
Existiert fiir beliebiges festes o’ €H' ein nEN, so daff M,d(z, 2)<0" ist
filr beliebiges v>>0, so gilt (3.1).

BewEIS. Zu beliebigem g€ H' existiert o' €H’, so daB 2o’ <o ist. Ferner
gilt d(z,, 2,0, <M, d(2,2)<o’. Fir k=Zn und I=n ist dann d(z,, )<
a(2, 2,) +d (2., ) =20 = 0. '

2. Sei | auf den Mengen {2, %}, 1€N, M—beschrdnkt Fiir beliebiges

QEH' existiere ein nEN, so daf fiiy jedes r=0 Z Mid(z,,,2,) <o ist, wobei
MO den I dentztatsoﬁemtor bedeute. Dann gilt ( 3. 2 ) und damit (3.1).

BEWEIs. Zd H‘l! <Zd 1,+1’ )gzde(zn-Hrzn)ég

i= =0

Ferner gelten folgende Fehlerabschatzungen

1. Sei x=f(x), 2€E und [* auf {x, 2z} M, -beschrinki fiir ]edes néeN.
Dann ist d(x,2,)<M,d(x, z) eine Abschitzung des Abstandes der n-ten
Iterierten [*(z) vom Punkie x. Abschitzungen dieser Avt dienen in der Praxis
aur Kennzeichnung des Ka%vergenzverhaliens (z. B. lineare Konvergenz, quadra-
" tische Konvergenz). :

2. Sei REN eine feste Zahl, m>n>k, ' auf {z,.y, 2} My-beschrinkt

fm’ jedes 1=n—*Fk 'Lmd x Limes der Filterbasis ‘UN}“(Z) . Dann ist
m—k—1 * nEN
A%, ) S A(%, )+ 2 Myd (2411, 7). =

l=n—k
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BEWEIs.
: m—k—1
A(x,2,)SA(%, 2,) T A (2, 2,) und d(z,, <Zd(z,+1, )= 2 Md (51, 2).
= l=n—k

Abschidtzungen dieser Art werden in der Praxis hauflg beniitzt, falls z.B. H
das Intervall [0, o0), E ein metrischer Raum, £ eine Menge von nichtnegativen

reellen Zahlen ist, lim d<¢x, z,) =0 ist und die Reihe Z M, konvergiert.

m—» 0o ' J=p—h
Auf der Majorantenmethode beruht
Satz 4. Sei f eine Abbildung von E in E und f* auf E Mj-beschrinkt fiir
jedes IEN. Es existiere ein Operator M € Q und zu beliebig gewc’ihlten o H’,

yCE, 2€E ein sCN, so daf fiir jedes m=s o<Md(y, z ZMd (y,2)<Z0
=0
ist. Dann ist {lgj }]E ~ Basis eines Cauchy-Filters und =1
{FHE), PR X {PTH (), £ (2)} € By,
BeEwEis. {zg £(2)}jcw ist genau dann Basis eines Cauchy-Filters, wenn
f .

(3.1) gilt. Sei 5* ein beliebiges Element aus H’, 2p< o*, 20'<p nach H2,
und 7€ N. Wir nehmen das zu ¢’ 2,4, 2, gehorige s€ N. Esist 4 (zﬂ_l, EARS

s+rd-k
M, ,d(244,7) fir j>7. Aus D3 folgt d(zi,1p41: Zetria <_Z+1‘Z 410 %)
s+k
<2 M;d(z,1,%) fiir beliebiges k> 0. Ferner gilt Md (2,41, # ZMd (2,01, %)
et s+k s—l—k
<¢’ und —Md(z4,7) —]—ZMd (241, 2)=¢’, also nach H3 3 M;d(z,.4, 2,)
j=s+1

=2¢'. Daraus folgt d(z,.,1p.1, +,+1)<29 < p. Ebenso gilt dann fiir belie-
biges 1>0d (%51 /41, Zotrii41) = 20" = 0. Damit folgt aus D3 d 2oy, 415 Zitr141)
<2p=p* Somit gilt (3.1) mit #=s 4 -+ 2. — SchlieBlichist M, ,,d(y, z) = 2p,
also d(f*1(y), F(2)) = M, 4y, )= 2¢.

Ist H das Intervall [0, o), E ein vollstindiger, metrischer Raum, £
eine Menge von nichtnegativen reellen Zahlen, so ergibt Satz 4 mit den
Sétzen 1 und 2 einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Fixpunkte, der an-

‘scheinend erstmals von - J. WEISSINGER [2] formuliert wurde. Die in Satz 1
geforderte Stetigkeit folgt dabei aus der Dehnungsbeschrinktheit.
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