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Klassert zusammenhiingender Gruppen 

Volk 

PETER 13LAUM AI, l I'~ 

I n  [81 hahel~ wit die in d~r Klusse ~ alIer iokaI kompakten Gruppen mit kompakter 
engr~msfaktorgruppe bzw. in der Kl~sse ~) aller lokM kompMCten Gruppen mit 

k~ Kommutatorgruppe enthMtenen zusammenh~ngenden Gruppen dureh 
Aagabe ~on/iqnivalenten Eigenschaften charakterisiert. Wean ~ir mit { ~ die K[asse 
~l!er zusamme~hgugenden abgesehlossenm) Untergruppen yon f~ruppen aus der 

aSse ~ lokM kompakter, zusammenh~iagender Oruppen bezeichnen, so erhalten wir 
folgende Kriterien d~fiir, dab eine Klusse ~ lok~[ kompak~r, zusummenh~ge~der 
OruPpen eine Teilklasse yon ~ bzw, ~ ist,: 

genau dann ist ,~ eine Teilklasse yon ~b, wenn der Durchschnitt yon ~ ~ mit der 
Klasse aller aufi6sbaren Gruppen in der Kl~sse Mler rdlpotente.~ Gruppen der Klasse 
2 ]i~g~ u~d tier Duraksc[mitt yon 6 ~ mi~ der Klaase der einfueh zusammenh~ngen- 
dell ~aflSsharen Liegruppen in der Klasse a,ller abelsehen Gruppen liegt (Korollar 2L 

geaau d~nn ist R in der Klasse ~ enth~lten, wenn der Durchsehrdtt yon ~ ~ mit der 
Klasse Mler aufl6sbaren Gruppen in der Klasse Mler abelsehen Gruppen enthMten ist 
(/(o~Oliar 1). 

I)ea Sehliissel zum Beweis dieser Auss~gen bildet der Satz 1, der die Teilklassen der 
Klasse ~ aller ]okal kompakten, zusammenh~ngenden Gruppen eharakt~risiert, in 
deaea das SchluBglied der unteren ZentrMreihe kompakt ist: 

Die I~la&~e s ist genau dann Teiikl~sse yon ~, wenn der Durehsehnitt yon ~ ~ mit 
der K|asse Mler aufl6sbaren Gruppen in der Klasse der nilpotenten Gruppen enthalten 
i~t. Weiterhin eath&lt Satz 1 eine Strukturaussage fiber die Gruppen aus ~, die es ge- 
statte~, (~en Sa~z von IW~S.WA und Son~I~)T, da6 eiue endliche Gruppe, deren auf- 
lfahare Untergruppen nilpotent sind, selbst nilpotent isL auf die Klasse der lokal 
~aPakten Gruppen, die endlieh fiber der zusammenh~ngenden K~mponente der 

ins sind, zu erweitern. 
Die in der vorliegenden Note gew~hlfen Bezeiehnungeu sind zum gr56ten Tell 

S~adCrd, stimmen abet ~uf jeden Fall mit den Bezeiehnungen aus [8] iiberein. 
Zun~ehs~ bewefseu w/r einige Hilfss/~tze. 

Hiifssatz 1. Die untere ZentraIreihe 

eider lokaZ b~n2~akten ' zusammenh~nge'nden Gruppe Gist en4[ich. 
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B e w e i s .  Der Beweis verl/iuft analog zu dem in [6] ffir Theorem 5 angegebenen, 
wenn man Lemma 2.2 durch folgende Aussage ersetzt : 

Sei G eine lokal kompalcte, zusammenhdngende Gruppe mit kompaktem G#. Dann ist 
Gk+l = G~+2. 

Wit beweisen diese Aussage. Nach [6], Lemma 2.4, ist Gk ~- (ZG~)o(DGk). I)a 
(ZG~)o wegen [6], Theorem 4, in ZG enthalten ist, gilt 

Gk+l -~ D (G, Gk) = D (G, DGk) ~ DG~ 
und 

Gk+2 -= D(G, Gk+l) --  D(G, DGk). 

tlill'ssatz 2. In  einer kompakten, zusammenhiingenden Gruppe Gist  jedes Element in 
einer zusammenMingenden abel.schen Untergruppe enthalten. 

B e w e i s. Nach [10], w 25, hat  G folgende Struktur:  

G : (A • PrerLv) /D.  

Dabei ist A eine kompakte,  zusammenhi~ngende abelsche Gruppe, die Gruppen Lv 
sind kompakte  einfache Liegruppen, und D ist ein total  unzusammenhi~ngender 
Normalteiler von A • PrerLv .  Sei nun x E G, und sei y ein Repr~sentant  yon x iu 
A • PvErL~,. Mit 7rv bezeichnen wir die kanonische Projektion yon A • Pr~rLr auf 
L v. Wegen [4], Nr. 17, gibt es in L r eine zusammenh~ingende abelsche Untergrupp e 
T v mit  Y~v e Tr. Dann ist (A • PrErTv)D/D die gesuchte Untergruppe yon G. 

Hilfssatz 3. Sei G eine lokal kompakte, zusammenhgngende Gruppe, und sei R daS 
au/16sbare Radi]cal yon G. Wenn es in G einen kompakten Normalteiler K mit au[" 
15sbarem G/K gibt, so ist G = R K. 

B e w e i s .  Die Gruppe G/RK ist als epimorphes Bild yon G/R halbeinfach und als 
epimorphes Bild von G/K aufl6sbar. 

Satz 1. Fiir eine lokal kompakte, zusammenhdngende Gruppe G sind die/olffenden 
A ussagen dquivalent: 

(1) Alle zusa~nmenhgngenden au/15sbaren Untergruppen yon G sind nilpotent. 
(2) In  G gibt es einen nilpotenten Normalteiler N und einen kompakten halbein/aehe# 

Normalteiler K, der total unzusammenhdngenden Durchschnitt mit N hat, so daft 
G ---- N K ist. 

(3) Das Schlu[3glied der unteren Zentralreihe von Gist kompakt. 
(4) Gist die Erweiterung einer kompakten Gruppe durch eine nilpotente Gruppe. 

B e w e i s .  Es gelte zunitehst (1), und es sei R das aufl6sbare Radikal yon G. Wit 
wollen zeigen, dab der halbeinfache Kopf  H = G/R yon G kompakt  ist. Wegen der 
Aufl6sbarkeit  von R erffillt auch H die Bedingung (1). Sei C ein kompakter  Normal" 
teiler yon H mit Liescher Faktorgruppe H/C, und sei U/C eine zusammenh~ngende 
aufl6sbare Untergruppe yon H/C. Wegen Hilfssatz 3 ist U = SC, wobei S das auf" 
16sbare Radikal  yon U ist. Aus der Nilpotenz von S folgt dann die Nilpotenz yon U/C. 
Da Z(H/C) diskret ist, sieht man leicht ein, daB auch ad H/C _~ (H/C)]Z(H/C) die 
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eclingang (1) erffillt. Da die Kompak~heit yon H/C zur Kompakthei~ yon ad HfC 
eichwertig ist, k6nnen wir also o.D.d.A, unnehmen, da f  Z(H]C) = 1 ist, Naeh 

[l], 15.5, hat dann H[C folgende Struktur:  Es gibt eine aufl6sbare, einfaeh zusammen- 
h/ingende Untergruppe A und eine kompakte, zusammenhiingende Untergruppe B, 
~ rla8 H[O ~ A B ist. Da H/C der Voraussetzung {1) geut~gt, ist, A nilpotent. Da der 

e~tklassenraum (H/C):A kompakt ist, folgt aus [2], Satz B, dab H/ff iiber seinem 
r~aximalen zusammenh/~ngenden nilpotenten Normalteiler 2((H[C} kompakt  ist. Die 
tfalbeinfaehheit yon HI'6' hat N(H/C) = I u n d  damig die Kompaktheit  yon H[C zur ~; lge. Da H projektiver Limes yon Liegruppen ist {vgl. [7], Theorem 4.6), folgt die 
~~ von H = G/R. Nun ist 12 nilpotent. Al~o giht es nueh dam gauptsa tz  

aua [2] eiae kompakte, zusammenh/~ngende halbeinfaehe Untergruppe K yon G, 
deren Durehsehnitt mit R total unzusammenh/~ngend ist, so daft G ~ R K  ist. Wit  
haben nun noch zu zeigen, dab K ein Normalteiler yon G ist. Sei x e K und sei T eine 
zusammenhingende abelsche Untergruppe yon K mit x e T [s. I-Iilfssatz 2). Die 
Uatergruppe R 7' yon Gist  aufl6sbar, also nilpotent. Daraus folgt T C Z(R ~') (s. etwa 
[8], Satz 2.1). Also ist D(R, T) ~ 1, and es folgt 

D(G, K) = D(RK,  K) = D(R, K ) D K  = D K  C K .  

Nun ge[te (2~, urtd es sei n die Nilpotenzklasse yon h r. Dann ist Qn+x in K enthalten 
und damit kompakt. 

Da naeh tIilfssatz 1 die untere Zentralreihe von G naeh endlieh vielen Sehritten 
ahhrieht, folgt (4) aus (3). 

S@//eSlieh gelte (4}, undes  see U eine zusammenh/tngende aufl6sbare Untergruppe 
yon G. Wem~ K ein kompakter Normalteiler yon G mit nilpoterttem G/K ist, so ist 
~U h U[(U ~ K)~ nilpotent. Naeh [6], Lamina 2.2 und Theorem 4, ist (U c5 K)0 irt 

enthalten, so daft UfZ U und damit U nilpotent ist. 

/(orollar 1. Sei G eine lokal kompakte, zusammenhiingende Gruppe. Dann sind die 
]~ ~l ussaffen iiqui valent : 

(1} Alle au[16sbaren zusammenhiingenden Untergrup~aen yon G sind abelsch. 
(2} O ist das direkte Produkt einer Vektorgruppe und einer kompakten Gruppe. 
(3) G i~t eine ~-Gruppe [Die Zentrumslaktorgruppe yon Gist koms 

Beweis .  Wenn (1) gilt, so ist G nach Satz 1 das Produkt eines nilpotenten Normal- 
railers N und eines kompakten Normalteilers K. Da N naeh Voraussetzung abelsch 
ist, fotgt daraus (2). Da~ (3) aus (2) foigt, ist triviM. Nach [8], Bemerkung zu Satz 4.2, 
ist G genau daun eine .g-Gruppe, wenn es in G hinreiehend viele endiieh-dimensionale 
urdtire I)arstellungen gibL Also sin& mi~ O aueh Mle zusammenh/~ngencten Unter- 
ge~ appen g-Grul3#en We~en IS1 Satz 4 2 ist jede g-Gruppe aas direkte Produkg 
l!qet, Ve - -  " ~: - -" " " " ktorgruppe and emer kompakten Gruppe. Daraus tolgt, dab auflosbare zu- 

~atnmenh/~ngende 3-Gruppen abelseh sind. Also folg~ (1) aus (3), 

K0rollar 2./V/~r eine lokal kompakte, zusammenMingende Gruppe G sind die ]olgenden 
d US6agen tiqui valent : 

(1) ~)Die zusammenMingenden au]lSsbaren Untergruppe~ yon G sincl nilpotent der 
Elasse tldchstens 2. 

8" 
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b) Die ein/ach zusammenhiingenden nilpotenten Untergruppen yon G sind abelsch. 
(2) Gis t  das Produkt eines nilpotenten ~-Normalteilers N und eines kompakten hal b. 

ein/achen Normalteilers K. 
(3) Gist eine ~-Gruppe [Die Kommutatorgruppe yon Gist Icompa]ct.]. 

B e w e i s .  Aus (1.a) folgt nach Satz 1 die Exis tenz  eines n i lpotenten  NormalteilerS 
N und  eines k o m p a k t e n  halbeinfaehen Normaltei lers  K,  so da~ G ----- /VK ist. Wit 
haben  zu zeigen, dab  N eine ~ - G r u p p e  ist. Seien dazu R und V zu R i somorphe  U~" 
te rg ruppen  yon N. Da  N ni lpotent  der Klasse  2 ist, wird fiir jedes r e R durch 

e : v - ~  [r, v] 

ein t t o m o m o r p b i s m u s  yon V in N definiert. Also ist  entwedgr D ( V, r) = V-~ kompak$ 
oder es ist Vo = Vo __~ It. Angenommen,  letzteres ware der Fall. Da  ffir a l lev  e V 

[rlJ2, v] = [ r ' ~ ,  ( v ' ~ ) ~ ]  = [ ~ . 2 ,  v -212  = 

= [r,  v:J2] = (vl /~)e e y e  

ist, w~re ffir die diehte UntergruI)pe  U ~ {r2~; ]~ ganz} von R die Beziehuug 
D(U, V) ~- Ve erfiillt. Also ware auch D(R,  V) -~ Vq ~_ It. D a n n  wAren a b e r / ~  ui~d 
V in einer einfach zusammenhi tngenden Unte rg ruppe  yon G enthal ten,  die nach 
Voraussetzung abelsch ware. Also ware D(R,  V) ~ 1, q .e .a .  Es folgt, dal~ ffir a lle 
r ~ R die Gruppe  ~ ~ D (r, V) k o m p a k t  ist. Da  N eine eindeutig bes t immte  maxi" 
male k o m p a k t e  Un te rg ruppe  besitzt ,  ist  dann  auch D (R, V) k o m p a k t .  Nach  Theore~  
13 aus [6] gibt  es in N eine k o m p a k t e  Un te rg ruppe  C und zu R i somorphe  Unter" 
g ruppen  /~r i = l . . . . . .  n, so dab N ~ 121 ... RnC ist. Also ist D N  ~ ~ . D ( R ~ ,  1~f) 
kompak t .  ~, l 

Wenn (2) gilt, so folgt (3) aus der Beziehung DG ~ (DN) (DK). 
SehlieBlich gelte (3). Da  Un te rg ruppen  von ~)-Gruppen wieder ~ - G r u p p e n  sind, 

und da auf lSsbare  zusammenhs  ~)-Gruppen wegen [6], L e m m a  2.2 u r~t 
Theorem 4, n i lpotent  der Klasse 2 sind, folgt zun/ichst (1. a). Aus der  Tatsaehe,  dab 
eine einfach zusammenhAngende ni lpotente  Gruppe  kompak t f r e i  ist, folgt dann  aucb 
(1. b). 

Satz 2. Eine lol~al kompalcte Gruppe G mit endlichem G/Go ist genau dann nilpotent, 
wenn ihre au/16sbaren Unterffruppen nilpotent sind. 

B e w e i s .  Nach Satz 1 gibt  es in Go einen ni lpotenten Normal te i le r  N und  eine~ 
k o m p a k t e n  halbeinfachen Normal te i ler  K, so dal~ Go ~ N K ist. Sei L ein Liescher 
Normal te i ler  von K,  sei T ein max imale r  Torus von L (s. [4], Nr.  23), sei p ~= 2 ei ~e 
Pr imzahl ,  und  sei P ----- Ix e T ;  x~ ~ 1]. Da  CLT ~ T ist (s. [4], 1.e.), ist  N L T / T  e i~e 
Gruppe  yon Au tomorph i smen  yon ~/. W/~re nun L ~: ], so g/~be es naeh [9], Satz 1~ 
und Nr.  10, eine Invo lu t ion  ~ in 2VL T/T.  D a  P eine eharakter is t ische UntergrupP e 
yon T ist, wiire P~ = P. Sei a ein ReprAsentant  yon  r162 in N L T. Dann  ware P (a} ei u~ 
auflSsbare Un te rg ruppe  von G und  dami t  ni lpotent .  Mit der  Definition 

[x, ~(0)] = x . . . . .  [x, ~(t+~)] = Ix, ~(~)]~[x, ~(~)]-~,  

ffir ~ = a oder ~ ~ ~, gAbe es dann  eine natfirliehe Zahl n, so dal3 ffir alle x e P dio 
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Engel-Bedingung 

[x, r162 _~ Ix, a(n)] : 1 

erffillt w/~re. Also w~re das semidirekte P roduk t  yon P und {~} eine endliehe nil- 
potente Gruppe. Wegen p .  2 wfirde daraus folgen, da2 P yon cr zentralisiert  wird. 
Also Wiirde ~ aueh die diehte Untergruppe Q = [x c T ; xV ~ ~ 1, k ganz] yon T zen- 
tralisieren, q.e .a .  Aus diesem Widersprueh folgt L = 1 und  dami t  K = 1, so dal3 
~0 ~ N nilpotent  ist. 

Sei U/Go eine auflSsbare Untergruppe  der endliehen Gruppe G/Go. Da mit  Go aueh 
U auflSsbar ist, folgt, dal~ U und  dami t  U/Go ni lpotent  ist. Naeh dem Satz von 
IWAswA und SCttMIDT (S. [5], Kap.  I I I ,  Satz 5 .1) is t  also G/Go nilpotent.  Daraus folgt, 
da[~ G auflSsbar und somit ni lpotent  ist. Die Umkehrung  ist trivial.  

~0rollar 3. Eine lokal kompakte Gruppe mit endlichem G/Go ist genau dann abelsch, 
Wenn ihre au/ lSsbaren Untergruppen abelseh sind. 

B e w e i s .  Wenn  alle auflSsbaren Untergruppen  von G abelsch sind, so ist G nach 
Satz 2 selbst auflSsbar.  
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