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Klassen zusammenhingender Gruppen

Von

PETER PLAUMANN

ef:; (8] haben wir die in der Klasse 3 aller lokal kompakten Gruppen mit kompakter
"imsfaktorgruppe bzw. in der Klasse ® aller lokal kompakten Groppen mit
Stpakter Kommutatorgruppe enthaltenen zusammenhangenden Gruppen durch
5 egabe von dquivalenten Figenschaften charakterisiert. Wenn wir mit ¥ die Klasse
r zusammenhingenden abgeschlossenen Untergruppen von Gruppen aus der
o Asse ¥ lokal kompakter, zusammenhangender Gruppen bezeichnen, so erhalten wir
rge‘“de Kriterien dafiir, daB eine Klasse § lokal kompakter, zusammenhingender
UbPen eine Teitklasse von D bzw, B ist:

8enau dann ist § eine Teilklasse von D, wenn der Durchschnitt von 8 & mit der
4sse aller suflosbaren Gruppen in der Klasse aller nilpotenten Gruppen der Klasse

o ogt Ufid der Durchschnitt von ¢ mit der Klasse der einfach zusammenhédngen-

' aflGsharen Liegruppen in der Klasse aller abelschen Gruppen liegt (Korollar 2),
8ehay dann ist § in der Klasse 3 enthalten, wenn der Durchschnitt von 3 & mit der
ii’:‘ilaller auflsbaren Gruppen in der Klasse aller abelschen Gruppen enthalten ist
ar 1),
Den, Schltissel zum Beweis dieser Aussagen bildet der Satz {, der die Teilklassen der
de:;‘&e & aller lokal kompakten, zusammenhiingenden Gruppen charakterisiert, in
N das SchinBglied der unteren Zentralreihe kompakt ist:

o lelKlasse & ist genau dann Teilklasse von {§, wenn der Durchschnitt von § & mit
i, vy asse a‘ller auflosbaren Gr‘uppen in der Klasse der nilpotenten Gruppen enthalten
Btatte::ltﬂerhln enthdlt Satz 1 eine Strukturaussage iib.er die Gruppen aus §, die es ge-
6%3’1,’ den Saty von Iwasawa und Scumipt, daf eine endliche Gruppe, deren auf-

om e Untergruppen nilpotent sind, selbst nilpotent ist, anf die Klasse der lokal
Rin pa.kten Gruppen, die endlich iber der zusammenhéngenden Kompenente der

" 3“_1(1, Zu erweitern,
St x:g n de.r vorliegenden Note gewihlten Bezeichnungen sind zura gréBten Teil
ard, stimmen aber auf jeden Fall mit den Bezeichnungen aus [8) iiberein.

Unéchst beweisen wir einige Hilfssitze.

Hilbsgaty 1 Die uniere Zeniralreihe

G=612.. 06260 =D(@G)2... 260, ={"G126: = II(G,G)
. A<l
&
et lokgl kompakien, zusammenhingenden Gruppe G ist endlich.
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Beweis. Der Beweis verlduft analog zu dem in {6] fiir Theorem 5 angegebenen,
wenn man Lemma 2.2 durch folgende Aussage ersetzt:

Sei G eine lokal kompalkte, zusammenhingende Gruppe mit kompaktem Gy. Dann ist
Gri1 = Grieo.

Wir beweisen diese Aussage. Nach [6], Lemma 2.4, ist Gy = (ZG4)o(DGy). D2
{ZGg)o wegen [6], Theorem 4, in Z@ enthalten ist, gilt

Gk+1 = D(Gl Gk) = D(G: DGIC) - DGIC
und
Grse = D(G, Gyar) = D(G, DGy) .

Hilfssatz 2. In einer kompakten, zusammenhingenden Grippe G ist jedes Element it
einer zusammenhdngenden abelschen Untergruppe enthalten.

Beweis. Nach [10), § 25, hat G folgende Struktur:
G=(AXP,. Ly)D.

Dabei ist 4 eine kompakte, zusammenhingende abelsche Gruppe, die Gruppen Ly
sind kompakte einfache Liegruppen, und D ist ein total unzusammenhingende?
Normalteiler von A X P,.,Ly. Sei nun z € G, und sei y ein Reprisentant von z in
A x P,epLy. Mit 7, bezeichnen wir die kanonische Projektion von 4 X P,y L, auf
L,. Wegen [4], Nr. 17, gibt es in L, eine zusammenhéngende abelsche Untergrupp®
Ty mit ymy € Ty. Dann ist (4 X P, - Ty) DD die gesuchte Untergruppe von G.

Hilfssatz 3. Sei & eine lokal kompakle, zusammenhiingende Gruppe, und sei R das
auflisbare Radikal von G. Wenn es in G einen kompakten Normalieiler K mit auf-
losbarem G| K gibt, soistG = RK.

Beweis. Die Gruppe G/RK ist als epimorphes Bild von G/R halbeinfach und als
epimorphes Bild von G/K auflosbar.

Satz 1. Fir eine lokal kompakte, zusammenhiingende Gruppe G sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
(1) Alle zusammenhingenden auflosbaren Untergruppen von G sind nilpotent.
(2) In G gibt es einen nilpotenten Normalieiler N und einen kompakten halbeinfache®
Normalteiler K, der total unzusammenhiingenden Durchschnitt mit N hat, so dd/‘;
G = NK ist.
(3) Das Schlufiglied der unteren Zentralreihe von G ist kompalkt.
(4) G ist die Erweiterung einer kompakten Gruppe durch eine nilpotente Gruppe.

Beweis. Es gelte zunichst (1), und es sei R das auflésbare Radikal von @. Wi
wollen zeigen, daB der halbeinfache Kopf H = GR von G kompakt ist. Wegen de’
Auflésharkeit von R erfillt auch H die Bedingung (1). Sei € ein kompakter Norma)-
teiler von H mit Liescher Faktorgruppe H/C, und sei U/C eine zus,ammenh:ingende
auflosbare Untergruppe von H/C. Wegen Hilfssatz 3 ist U = SC, wobei S das auf”
lésbare Radikal von U ist. Aus der Nilpotenz von § folgt dann die Nilpotenz von U/[C"
Da Z(H|C) diskret ist, sieht man leicht ein, dafl auch ad H/C =~ (H/C)/Z (H]C) die
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Bedingung (1) erfillt, Da die Kompaktheit von H/C zur Kompaktheit von ad H/C
g}eichwertig ist, konnen wir also 0.B.d.A. annehmen, daf Z(H|0) = 1 ist. Nach
[1_]: 15.5, hat dann H |C folgende Struktur: Es gibt eine auflésbare, einfach zusammen-
ingende Untergruppe 4 und eine kompakte, zusammenhingende Untergruppe B,
“0dag g [C = A Bist. Da H|C der Voraussetzuong (1) geniigt, ist 4 nilpotent. Da der
Reﬂtklassenraum (H]C): A kompakt ist, folgt aus [2], Satz B, dall H{C {ber seinem
Maximalen zusammenhingenden nilpotenten Normalteiler N (H{C} kompakt ist. Die
H&Ibeinfachheit von H{C hat N(H/C) = 1 und damit die Kompaktheit von H(C zur
0'ge. Da i projektiver Limes von Liegruppen ist (vgl. [7]), Theorem 4.6), folgt die
Mpaktheit von H = @/R. Nun ist R nilpotent. Also gibt es nach dem Hauptsatz
AUS (2] eine kompakte, zusammenhingende halbeinfache Untergruppe K von @G,
fren Durchsehnitt mit X total unzusammenhingend ist, so daB @ = RK ist. Wir
aben nun noch zu zeigen, dafl K ein Normalteiler von G ist. Sei 2 € K und sei 7' eine
zusammenh'a‘,n,g;ende abelsche Untergruppe von K mit wxe T (s. Hilfssatz 2). Die
Htergruppe R T von @ ist aufldsbar, also nilpotent. Daraus folgt 7 C Z(& 7'} (s. etwa

18] Satu 2.1). Algo ist D(, ) = 1, and es folgt

D@, K)=D(RE,K)=D(R,K)\DK = DKCK.

Nun gelte (23, und es sein die N ilpotenzklasse von . Damm ist Gy in K enthalten
1 damig kompakt,

% nach Hilfssatz 1 die untere Zentralreihe von (f nach endlich vielen Schritten

beicht, folgt (4) aus (3).

Schlieglich gelte (4), und es sei U eine zusammenhiingende aufidsbare Untergruppe
YO0 @ Wenn K oin kompakter Normalteiler von ¢ mit nilpotentem GfK ist, 50 ist
Wk T A K)q nilpotent. Nach [6], Lemma 2.2 und Theorem 4, ist (U N K)p in
Zu Enthalten, so daf U[% U und damit U nilpotent ist.

K()mum. 1. Sei G eine lokal kompakte, zusammenhingende Gruppe. Dann sind die
%genden, Aussagen dguivalent:
() 4y, auflssbaren zusammenhingenden Untergruppen von @ sind abelsch.

Qist dgg direkte Produkt einer Vektorgruppe und einer kompakten Gruppe.

G ist egne B-Qruppe {Die Zentrumsfaktorgruppe von G ist kompakt. j.

te.BeWeis. Wenn (1) gilt, so ist @ nach Satz 1 das Produkt eines nilpotenten Normal-
istl T8 ¥ und ejnes kompakten Normalteilers K. Da N nach Voraussetzung abelsch
- folgt dapgyg (2). DaB (3) aus (2) folgt, ist trivial. Nach [8], Bemerkung zu Safz 4.2,
o .G genau dann eine R-Gruppe, wenn es in @ hinreichend viele endlich-dimensionale
Tibiire Darstellungen gibt. Also sind mit & auch alle zusammenhingenden Unter-
if‘up ben B-Gruppen. Wegen (8], Satz 4.2 ist jede 3-Gruppe das direkte Produkt
sme" Vektorgruppe und einer kompakten Gruppe, Daraus folgt, dafl aufissbare zu-
“Menbingende §-Gruppen abelsch sind. Also folgt (1) aus (3).

Koroljg, 2. Piir eine lokal kompakte, zusammenhdngende Gruppe @ sind die folgenden
4ssagen dquivalend:

) a) Die zusammenhingenden auflosbaren Untergruppen von G sind nilpotent der
lasse héchstens 2.

{1

/%
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b} Die einfach zusammenhingenden nilpotenten Untergruppen von G sind abelsch.
(2) G ist das Produkt eines nilpotenten ®-Normalteilers N und eines kompakten halb-
einfachen Normalteilers K.
(3) G ist eine D-Gruppe [ Die Kommutatorgruppe von G ist kompakt. ],

Beweis. Aus (1.a) folgt nach Satz 1 die Existenz eines nilpotenten Normalteilers
N und eines kompakten halbeinfachen Normalteilers K, so daBl ¢ = N K ist. Wi
haben zu zeigen, dal N eine D-Gruppe ist. Seien dazu R und V zu R isomorphe Ur-
tergruppen von N. Da N nilpotent der Klasse 2 ist, wird fiir jedes r € R durch

o:v—[r,v]

ein Homomorphiilzlus von V in N definiert. Also ist entweder D(V, r) = Ve kompak?
oder es ist Ve = Ve ~ R. Angenommen, letzteres wire der Fall. Da fiir allev e V

[r172, p] = [r1/2, (p1/2)2] = [r1/2, pl/2]2 =
= [r, v1/2] = (v1/2)e e Ve

ist, wire firr die dichte Untergruppe U = {r?*; k ganz} von R die Beziehung
D(U, V) = Ve erfiillt. Also wire auch D(R, V) = Ve ~ R. Dann wiren aber B und
V in einer cinfach zusammenhingenden Untergruppe von G enthalten, die nach
Voraussetzung abelsch wire. Also wire D(R, V) = 1, q.e.a. Iis folgt, dal} fir alle
r € R die Gruppe V2 = D(r, V) kompakt ist. Da N eine eindeutig bestimmte maxi-
male kompakte Untergruppe besitzt, ist dann auch D (R, V) kompakt. Nach Theore®®
13 aus [6] gibt es in N eine kompakte Untergruppe ¢ und zu R isomorphe Unter
gruppen R;,i=1,...,n, so dal N = Ry --- R, C ist. Also ist DN = HD(Ri, Rj)
kompakt. LY

Wenn (2) gilt, so folgt (3) aus der Beziehung DG = (DN) (D K).

SchlieBllich gelte (3). Da Untergruppen von ®-Gruppen wieder ®-Gruppen sind,
und da auflosbare zusammenhangende ©-Gruppen wegen [6], Lemma 2.2 un
Theorem 4, nilpotent der Klasse 2 sind, folgt zunichst (1. a). Aus der Tatsache, dab
cine einfach zusammenhéangende nilpotente Gruppe kompaktfrei ist, folgt dann auch
(1. b).

Satz 2. Eine lokal kompakte Gruppe G mit endlichem G|Gy ist genau dann nilpotenh
wenn thre auflosbaren Untergruppen nilpotent sind.

Beweis. Nach Satz 1 gibt es in Gy einen nilpotenten Normalteiler N und eine®
kompakten halbeinfachen Normalteiler K, so daB Gp = N K ist. Sei L cin Liesche®
Normalteiler von K, sei 7' ein maximaler Torus von L (s. [4], Nr. 23), sei p + 2 ein?
Primzahl, und sei P = [z € T'; 22 = 1]. Da O, T = T'ist (s. [4], L.c.), ist N 7'/ T eir®
Gruppe von Automorphismen von 7. Wire nun L + 1, so gibe es nach [9], Satz !
und Nr. 10, eine Involution « in NLT/T. Da P eine charakteristische UntergrupP?
von 7' ist, wiire P* = P. Sei a ein Reprisentant von « in N1, 7. Dann wire P {a} ein®
aufldsbare Untergruppe von & und damit nilpotent. Mit der Definition

[z, £ ==, ..., [x, §+D] = |2, EB|E [z, O]

fiir £ = a oder £ = o, giibe es dann eine natiirliche Zahl n, so daB fiir alle x € P die
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Engel Bed'
) ngung
[z, 0] = [x,a®] =1

el'ftullt wire. Also wire das semidirekte Produkt von P und {a} eine endliche nil-
Potente Gruppe. Wegen p + 2 wiirde daraus folgen, daB P von « zentralisiert wird.
tr:I(; Wirde o auch die dichte Untergruppe @ = [v & T'; @?* = 1, k ganz] von T zen-
G Sleren, q.e.a. Aus diesem Widerspruch folgt L = 1 und damit K = 1, so daB
0 = N nilpotent ist.

®l U/G eine auflésbare Untergruppe der endlichen Gruppe G/Gp. Da mit Gy auch
Wauf]iisbar ist, folgt, dafl U und damit U/Gy nilpotent ist. Nach dem Satz von
da [?ZWA und Scumint (s. [5], Kap. ITL, Satz 5.1) ist also G/Gp nilpotent. Daraus folgt,

auflésbar und somit nilpotent ist. Die Umkehrung ist trivial.

weKor'ollaI‘ 3. Eine lokal kompakie Gruppe mit endlichem Q)G ist genaw dann abelsch,
" thre quflosbaren U ntergruppen abelsch sind.

" feWeis_ Wenn alle aufldosbaren Untergruppen von & abelsch sind, so ist G nach
42 2 selbst auflssbar.
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