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R6sum6. La stabilit6 du mouvement d'un petit corps au voisinage des points triangulaires dans le 
probl~me restreint elliptique est discut6e. Les courbes de stabilit6 dans le plan (g, e) sont obtenues 
jusqu'au quatri6me ordre e n e  par la m6thode du prolongement analytique. Les coefficients des 
s6ries obtenues sont donn6s de fagon exacte. Ensuite, les exposants caract6ristiques du syst6me des 
6quations aux variations sont obtenus par un proc6d6 d'int6gration matricielle. 

1. Introduction 

Nous consid6rons dans ce papier un cas particulier du probl6me restreint des trois 
corps avec mouvements elliptiques des corps principaux. It est bien connu que dans 
le probl~me des trois corps, il existe cinq configurations de Lagrange off les disposi- 
tions des trois corps sont telles que les rapports de leurs distances mutuelles restent 
invariables. Les points triangulaires L4 et L5 correspondent aux cas off les corps 
forment un triangle 6quilateral. Dans le problbme restreint elliptique, si nous 6crivons 
les 6quations aux variations du mouvement du petit corps au voisinage du point L4, 
dans un syst~me des axes tournant tel que l'un des axes passe toujours par les corps 
principaux, nous avons 

r  2r / '=  �88 (e, v) [r + x/3 (1 - 2#) q] 
r/" + 2 ~ ' =  �88 (e, v) Ix/3 (1 - 2#) ~ + 3r/] (1) 

o/1 
1 

g (e, v ) =  1 + e cos v" (2) 

Les d6riv6es sont prises par rapport ~ l'anomalie vraie v, e est l'excentricit6 de l'orbite 
elliptique et le param&re # est commun6ment appel6 le rapport des masses. Si nous 
effectuons une nouvelle rotation des axes d6finie par 

o u  

rcos  
k sin cos  

tg 20 = x/3 (1 - 2#) (4) 

nous avons le syst~me 

x " -  2 y ' =  9hi x 

y" + 2x' = 9h2y 
(5) 
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avec 

hl, z = ~2[1 T- x/1 - 3#(1 - / z ) ] .  (6) 

La solution g6n6rale de ce syst6me ne peut pas &re obtenue sous forme finie. Grebe- 
nikov (1964)a propos6 une m6thode de construction de la solution par r6currence, 
suivant les puissances de e, des 6quations obtenues en prenant les valeurs moyennes 
des coefficients par rapport /t l'anomalie vraie, tandis que Danby (1964) a int6gr6 
num6riquement le syst6me pour obtenir les courbes de transition qui d61imitent les 
r6gions de stabilit6 dans le plan (/z, e). Les 6tudes num6riques de Danby ont 6t6 
reprises, et les r6sultats confirm6s, par Bennett (1965). D'autre part, Alfriend et Rand 
(1968) ont donn6 des expressions analytiques pour les courbes de transition jusqu'au 
second ordre en e en int6grant les 6quations par la m6thode des deux variables, et 
Nayfeh et Kamel ont donn6 les 6quations des courbes jusqu'au quatri6me ordre 
(1970). Dans cette derni6re 6tude, les auteurs ont parti d'une valeur num6rique connue, 
arr&6e /~ un certain hombre de d6cimales. Donc, les coefficients num6riques des 
s6ries qu'ils en ont d6duit ne sont que approximatifs. Finalement, Deprit et Rom 
(1969), par un vrai tour de force, ont r6ussi /t assembler un programme de calcul 
61ectronique qui permet de manipuler des expressions litt6rales pour fournir des 
expressions analytiques jusqu'au second ordre en e, pour les exposants caract6ristiques 
du syst~me (5). Ces exposants caract6ristiques sont valables pour toutes les valeurs 
du rapport des masses plus petites que la valeur critique/~(1), qui donne des fr6quences 
normales 6gales, et pour des valeurs assez petites de e. 

Dans ce papier, tout d'abord par la m&hode du prolongement analytique de Poin- 
car6, nous allons construire les 6quations des courbes de stabilit6 jusqu'au quatri6me 
ordre en e, avec les coefficients des s6ries calcul6s d'une mani~re exacte. Ensuite, nous 
employons une m6thode d'int6gration matricielle pour calculer la solution fondamen- 
tale du syst6me (5) pour des valeurs de/~ plus petites que/~(1) et pour des valeurs assez 
petites de e. Non seulement nous retrouvons les r6sultats litt6raux de Deprit et Rom, 
mais en m~me temps nous arrangeons la proc6dure de telle fagon qu'elle permet 
ceux qui s'int6ressent/~ ce probl~me de continuer les calculs pour obtenir les coefficients 
des d6veloppements litt6raux des exposants caract6ristiques jusqu'/t n'importe quel 
ordre en e. 

2. La courbe de transition 6manant du point/~* 

Dans les 6quations (5), si nous prenons e=0,  nous avons le cas o~ les corps principaux 
se meuvent sur des orbites circulaires. Les 6quations lin6aires sont /t coefficients 
constants et l'6quation caract6ristique s'6crit 

+ + (1 - 0 .  (7) 

Les racines de cette 6quation sont toutes imaginaires pour les valeurs du rapport des 
masses # plus petites que la valeur critique 

9 
#(1) = �89 (1 ) = 0,038 520 896 .... (8) 
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Pour cette valeur, les deux fr6quences normales sont 6gales et les racines deviennent 
instables. De fagon g6n6rale, il existe une suite de valeurs critiques pour # telle que le 
rapport  des fr6quences est un nombre entier k. Ces valeurs sont donn6es par 

~(~) = �89 11 •/ 16k2 1 
- 1 - 2 7 ( k 2  + 1 )  2 . ( 9 )  

Pour les 6quations lin6aires/~ coefficients p6riodiques, il existe des r6sonances para- 
m6triques off l 'une des fr6quences normales est dans un rapport  entier avec la fr6- 
quence des coefficients p6riodiques qui, dans le cas du syst~me (5), est 6gale/t l'unit6. 
Donc, nous cherchons le rapport  des masses #(k) tel que 

k 2 
( D  2 " - -  ~ ,  k = 1, 2, . . . .  (10) 

4 

Ce qui nous donne, en tenant compte de l '6quation (7) 

El_ j'x_  11, 
Pour k = 1, nous avons la valeur critique 

= = 0,028 595 48 . . . .  (12) 

Les courbes de transition sont les courbes de r&onance qui d61imitent les r6gions de 
stabilit6 dans le plan (/~, e). Elles 6manent des points de l'axe e = 0 , / t  partir des valeurs 

1,0 

0,8 

o,e 

o,r 

o,z 

A 

C 

P 

o o, oz f~* ~,~o, ),  
Fig. 1. R6gions de stabilit6 des points triangulaires. 
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critiques de It. Les r6sultats des calculs num6riques de Danby et de Bennett ont 

montr6 l'existence des courbes de transition 6manant des points It* et It(x). De It* il 
existe deux branches de courbes distinctes A et B (Figure 1). Les deux branches 

6manant du point It(~) sont coincident en une seule courbe C qui rencontre la branche 

B en un point P de coordonn6es It=0,04698, e=0,3143. Nous allons donner les 
d6veloppements exacts des 6quations de ces courbes en s6ries suivant les puissances 

de e jusqu'au quatri~me ordre. 
Consid6rons les 6quations aux variations (5). Supposons que les coefficients h 1 et h2 

peuvent &re exprim6s en des s6ries suivant les puissances de e le long des courbes de 
transition 

avec 

hl  = a o + ea~ + e2a2 -k-"'" 

h2 = bo + ebl  + e2b2 + . . .  
(13) 

bi = - ai, pour i i> 1. (14) 

Pour trouver l '6quation de la courbe de transition 6manant du point e=0 ,  I t = p * ,  il 
suffit de partir de ce point avec une solution du syst6me (5), p6riodique et de p6riode 
4n, et ensuite de faire un prolongement analytique de cette solution, valable pour des 

valeurs assez petites de e. Dans les 6quations (5), le d6veloppement de la fonction 
g (e, v) est simple. I1 est donn6 par 

0 0  

g = l + l ( -  
n = l  

1)" (e cos v)". (15) 

Cherchons les solutions p6riodiques du syst6me (5) sous la forme des s6ries 

x = x o + ex l  + e2x2 + " ' "  

Y = Yo + eYl  + e2y2 + ' "  
(16) 

off les fonctions inconnues Xk et Yk sont p6riodiques et de p6riode 4n. En substituant les 
s6ries dans les 6quations (5) et en 6galant les coefficients de mSme puissance de e, nous 

avons une suite des 6quations pour calculer les Xk et les Yk par r6currence. Nous avons 

I t  I 

Xo - 2Yo - aoXo - 0 
t l  l - -  Yo + 2Xo boy o = 0 (17) 

t !  l 

x ~  - 2 y ~  - a o x ~  = ( a ~  - a o  cos v) Xo 
I I  l 

Yl  + 2 x l  - boy1 = ( b l  bo cosy) Yo 
(18) 

l !  t - _ _  

x2 - 2Yz - aox2 (az  - a l  cosy + a o cos 2 v) x o + (a 1 - ao cosy) xl 

y~ + 2~'~ - boy= = (b~ - b~ c o s ~  + bo cos  = ~) Yo + (b~ - bo c o s ~ )  y~ 
(19) 

etc... 
Consid6rons la solution paire, en cosinus, pour Xo 

Xo = cos v /2 .  (20) 

Nous prenons la convention que le coefficient de cos v/2 dans la solution (16) pour x 
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soit 6gal 5. l'unit6. De la premiere dquation (17), nous avons pour  Yo 

Yo = - (ao + �88 sin v /2 .  

Pour  satisfaire 5. la deuxi~me 6quat ion (17), il faut  et il suffit que 

(ao + �88 (bo + �88 = 1. 
P o s o n s  

~ = a o + � 8 8  f l = b o + � 8 8  

(21) 

(22) 

(23) 

Par les 6quations (6), (13) et (22) les param&res  c~ et fl satisfont 5. 

Donc  
20r 2 = 7 e -  2,  

(Z - -  

cx/3 -- 1. 

2//2 = 713-  2 

(24) 

7 - x/33 7 + x/33 (25) 
4 ' f l =  " 4 

Nous  voyons que les param&res  a et/3,  et par  cons6quence ao et bo sont connus 

numdriquement;  mais nous nous contentons de les consid6rer comme des param&res  

littdraux et nous nous servons des relations (24) et (25) seulement pour  simplifier les 

coefficients obtenus en fonction de ces param6tres.  Nous  avons donc 

X0 i COS "C, 

Y o = - c~ s i n  z 

" r = v / 2 .  
(26) 

Avec ces solutions, les 6quations pour  xl et Yl s'6crivent avec la nouvelle variable z 

D Z x i  - 4 D y l  - (4c~ - 1) xi  = (4al - 20~ + �89 cos z - 
(4~ - 1) 

2 

( ?) D Z y i  + 4 D x i  - ( 4 f l -  1) Yl = 4 a l ~ -  2 + sinz + 2 

cos3z 

sin 3z 

(27) 

off D = d / d z .  De faqon g6ndrale, considdrons un des syst6mes des 6quations 

[ - D  2 - (4c~ - 1)] x i -  4Dy i  = a cos z 
4 D x ,  + [D 2 - (4/3 - 1)] yi = b sin z 

+ diff6rentes harmoniques  

+ diff6rentes ha rmoniques .  
(28) 

En 61iminant Yi et en se servant des relations entre c~ et 13 

(D 4 + 4D 2 + 3) x i = 4 (b - f la)  cos + diff6rentes ha rmoniques .  (29) 

Comme l 'dquation sans second membre  a la solution cos z, pour  dliminer les termes 
sdculaires dans la solution pour  x~, il faut prendre 

1 
a = - b = e b .  ( 3 0 )  

B 
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Si nous appliquons cette condition 5. l '6quation (27) nous avons 

bt = ~ .  (31) 

I1 se trouve que les coefficients ai, quand i est hombre  impair, sont des fractions 
rationnelles, et quand i est nombre  pair diff6rent de z6ro, le coefficient at est 6gal ~ une 

fraction rationnelle multipli6e par le facteur 1 / ( f l -~) .  Ce qui nous donne un moyen 
excellent pour  v6rifier les coefficients trouv6s ~t chaque &ape d'int6gration. 

Avec les solutions (26) pour  x0 et Yo, et la valeur trouv6e pour  a~, l ' int6gration du 

syst~me diff6rentiel (27) nous donne 

_ 1 (4c~ + 7 )cos  32 X 1 - -  16" 

1 (7o~ + 4) sin 3z. Yl = �89 16 
(32) 

I1 est inutile de donner  les d6tails des calculs et nous nous contentons de pr6senter les 

r6sultats suivants 

23 

a2 - 256 (fl - a ) '  

105 
a 3 - -  

2048'  

23 
b2 -- 

256 (fl - ~) 

105 
b 3 = - -  (33) 

2048 

et 

148859 
a 4 - -  _ _  

2162688 - 

X 2 ~ - -  

(40c~ + 1) 

256 
cos 32 + 

148859 

b4 = 2162688 (fl - ~) 

(152c~ + 97) 

2816 
cos5z 

( 1 5 5 a -  164) 
Y2 = sin z + 

1056 

(55 - 8) 
256 

sin 3z - 
(97a + 152) 

2816 
sin 52 

(2136o~- 989) 
cos 32 + 

x3 = 8192 (13 - ~) 

( 6 2 9 ~ -  172) ( 1 3 0 4 -  2541c 0 
Y3 = sin z + sin 3z + 

1024 (fl - c~) 8192 (B - =) 

3 (632~ - 281) 

22528 (fl - c~) 
cos 52 + 

3 (336 - 577~) 
+ sin 52 + 

22528 (13 - a) 

5 (80oc - 59) 

16384 (/3 - ~) 

5 (80 - 59~) 

16384 (13 - a) 

cos 72 

sin 72. 

(34) 

Maintenant ,  pour  avoir l '6quation de 

formons le produi t  4hlh2. Nous avons 

la courbe de transition 6manant  du point /z* ,  

3649~/33 3 41085 er 3 x/33 19 e2 + e + .-.. (35) 
27# (1 - #) = 4 4 e + 6--4 33792 180224 

C'est le d6veloppement exact de l '6quation de la branche de courbe A de la Figure 1. 
D 'une  mani~re explicite, posons jusqu'fi l 'ordre de e r pour  la branche de courbe A 

#A =/Zo + #~e + / / 2  e2 n t- //3 e3 d- #4 e4 + " . .  (36) 



SUR LA STABILITt~ DES POINTS D't~QUILmRE TRIANGULAIRES 31 1 

En substituant cette s6rie dans l'6quation (35) et en 6galant les coefficients de mame 
puissance de e pour 6valuer les Pi nous avons 

x/2 # ,  
= �89 = 

3 

, /66 
//i-- 

144 
(37) 

49x/2 
/ ~ 2  - -  

4608 

]A 3 --- 

751 x/66 

270336 

~ 4  ~ 

11427542 

14155776 

Si nous prenons comme solutions g6n6ratrices 

Xo = sin z 

Yo = e cos z 
(38) 

en effectuant de la m~me mani&e,  nous  obtenons  le d6ve loppement  exact de l '6quation 

de la branche de courbe B 6manant du point/~* 

/@ = #A ( - -  e ) .  (39) 

3. La  courbe de transition 6manant du point p(~) 

Prenons comme la solution g6n4ratrice, la solution p6riodique 
des fr6quences normales 6gales o91 =0`)2. 
Donc 

42 
2 

0.) 1 - - - 0 9 2 - - - -  

qui donne  pour  e = 0  

Par l '6quation (7) nous voyons que o92 +o9z 2 = 1. 

= co. (40) 

De nouveau, nous calculerons les valeurs num6riques des coefficients des d6veloppe- 
ments en s6ries des solutions seulement vers la fin, et nous nous contenterons, pour les 
int6grations successives, d'utiliser un param&re litt6ral qui, bien entendu, repr6sente 
une valeur num6rique bien d6termin6e. Consid6rons la solution paire, g6n6ratrice 

X 0 --" C O S ~ ,  r = ogv (41) 

off zes t  la nouvelle variable ind6pendante. Avec cette solution, la premi6re 6quation 
(17) donne 

(ao + o92) 
Yo = - sin z. 

20 )̀ 
(42) 
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Pour  satisfaire la deuxi6me 6quation (17) nous devons avoir la relation 

(a ~ + 0)2) (bo + 0)2) 
2(D 20) 

= 1 .  

Posons donc 
ao + 0 )  2 bo "l- 0 )  2 

0~--" f l =  o 

20) 2o9 

(43) 

(44) 

Avec  la condi t ion  (43) et la d4finition de ao et bo nous voyons  que 

~ + fl = 2~/2 ,  aft= 1. (45) 

Nous v6rifions aussi que 

~ = x / 2 -  1, 

f l = x / 2 +  1, 

2ao = o~ 2 - "  1 - 2a ,  fl - a = 2 
2bo = f 1 2  __ 5 -+- 2a,  2o9 - a + 1 = 13 - 1. 

(46) 

Ces relations nous permettent  d 'exprimer les coefficients des d6veloppements en 
fonction des param&res  a ou 0). Comme auparavant ,  les 6tapes d ' int6grat ion succes- 
sive se conduisent  ais6ment et nous avons comme r6sultat 

a 1 = a 3 = . . . - - 0 ,  b l  = b 3  = . . . = 0  

a + 1 4 2  x/2 
a 2 - -  _ , b 2  = _  

8 8 8 (47) 

101 (~ + 1) 101 ,,/2 101 ~/2 
a 4 = _ - -  _ b 4 - 

256 256 ' 256 

Le long de la courbe de transition 6manant  du point  P(i), nous  avons  les solut ions 

paires pour  les x, et impaires pour  les y, 

X 0 - -  COS (DO 

Yo = - cz sin 0)v 

X 1 ~ - -  

(3a + 4) 

4 
cos(1 - 0)) v + 

( 2 ~ +  1) 
Yl = sin (1 - 09) v + 

4 4 

(23~ + 51) 

64 
2 2  " ~ ' - -  

( 2 -  a) 

4 

(4~ - 3) 

cos(1 + 09) v 

cos (2 - 0)) v - 

sin (1 + 0)) v 

s - a) 3 + 11) 
Y2 = sin (Dr + 

16 64 

3 ( 1 1 ~ -  5) 

64 
cos  (2 + v 

sin (2 - o9) v + 

+ 
( 5 1 a -  23) 

64 
sin (2 + o9) v 

(48) 
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X3 "-- 
(367~ + 805) 

cos  (1 - v + 
256 256 

(257a + 671) 

( 1 5 3 a -  53) 

cos  (3 - co) v - 
5 3 7 6  5376 

cos(1 + co) v - 

( 7 7 5 a -  311) 

(73a + 93) 9 ( 1 0 5 a -  43) 
Y 3  - -  - -  sin (1 - co) v - 

256  256 

+ sin (3 - co) v + 
5376 5376 

(311a + 775) 

cos  (3 + o )v 

sin(1 + co)v + 

(671c~- 257) 
sin (3 + co)v. 

Pour avoir l'6quation de la courbe de transition 6manant du point/,(1), formons le 
produit 4hxh2. Nous avons, jusqu'~t l'ordre de e 5 inclus, et avec des coefficients exacts, 
l'4quation tr~s simple suivante de la courbe 

27/, (1 - / , )  = 1 + 2e 2 l O 3 e 4  1 6 -11- O (e6). (49) 

D'une mani&e explicite 

~//69 I 
# - � 8 9  18 

4 2305 e4 1 e 2 + + 0 (e 6) . (50) 
23 4232 

Si nous prenons la solution impaire pour x0 comme la solution g6n6ratrice, nous 
obtenons la marne courbe. Les r6sultats de l'6tude analytique sont donn4s en ligne 
pointill6e sur la Figure 1. 

4. S y s t 6 m e  d'6quat ions  l in6aires  A coeff ic ients  p&iod iques  

Les solutions obtenues auparavant ne sont que des solutions p6riodiques particuli~res 
le long des courbes de transition. Elles ne sont que des cas particuliers de la solution 
g6n6rale du syst~me (5). D'une mani6re plus g6n6rale, nous consid6rons le syst~me 

2 = [A  + eB (t, e)]  x (51) 

off x = (xl, ..., x,) est un vecteur ~ n dimensions, fonction de t, A une matrice constante 
de n lignes et n colonnes, B(t, e) une matrice carr6e du mame ordre, p6riodique en t 
avec la p6riode T, et e un param&re tr~s petit. I1 existe plusieurs m6thodes de con- 
struction des solutions approch6es des syst6mes de ce genre. Celle de Cesari (1941) est 
appliqu6e ~t l'6quation du type 2 = [ A  +eB(t ) ]  2, tandis que celle de Coakley (1967) 
donne la solution fondamentale approch6e de l'6quation 2 =eB (t, e) x. Nous allons 
donner une m4thode d'int6gration de l'6quation (51) qui est plus g6n6rale. Notre 
m6thode est bas6e sur la possibilit6 d'une construction de la matrice exponentielle e a t  

sous forme finie. 
Par la th6orie de Floquet, on sait que la solution fondamentale de (51) a la forme 

X (t, e) = P (t,  e) e ~ (52) 
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off P(t ,  8) est une matrice carr6e d'ordre n, p6riodique en t avec la mame p6riode T 
que B, et D(e) une matrice carr6e, constante, d'ordre n. Comme pour e=0 ,  nous 
avons X( t ,  0 ) = e  at, nous posons pour D et P 

et 
D = A + ( 0  (53) 

P = I + sU (t, e). (54) 

En substituant (52)-(54) dans (51), consid6r6e comme une 6quation matricielle, nous 
avons, apr~s avoir simplifi6 par le facteur commun e, l'6quation en U 

0 = A U - UA + B -  C + e ( B U -  UC) .  (55) 

I1 nous faut dOterminer la matrice constante C et la fonction U, pOriodique en t, 
avec p6riode T. En 6tudiant l'6quation (55), nous consid6rons l'6quation associOe 

0 = A U  - UA + Q (t) (56) 

(t) est une matrice, p6riodique en t et de p6riode T. Nous faisons le changement 

e a t  Z - At U - -  e . (57) 

off Q 
de variable 

L'6quation (56) devient 

2 = e-atQ (t) e at . 

Si Q (t) est donn6e, nous obtenons Z par une simple quadrature 

(58) 

Z = [ e -a 'Q (t) e a' dt + K (59) 
10 

off K est une matrice constante. Nous avons ensuite pour U 

t 

U (t)= [ ea(e-S)Q ( s ) e  -a(t-s)  ds + eatK e -at . (60) 

Maintenant  nous imposons & U ( t )  la condition de p6riodicit6 de p6riode T. I1 est clair 
que nous devons tout d 'abord prendre K = 0 .  En plus, il faut que la fonction/i  int6grer 
soit d6munie du terme constant. Nous d6finissons l 'op6rateur des valeurs moyennes M 

par T/2 

M2 (t) = 1 [ T Q ( t ) d t .  (61) 

-~T/2) 

Nous voyons que, pour rendre U ( t )  p6riodique en t et de p6riode T, il nous faut en 
plus que la condition K=O, avoir la condition 

M 2  = 0. (62) 

Dans l '6quation (55) consid6r6e, prenons 

Q = B - C + e ( B U -  UC) .  (63) 
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Comme C est une constante, M C =  C, et la condition (62) devient 

C = M [B + e ( B U -  V C)]. 

Avec K=O, et la fonction Q 

t j- U ( t ) =  e a(t-s) [ B -  C + e ( B U -  UC)] e -A(t-~) ds. 

En remplaqant C par son expression donn6e par (64) 

t 

V ( t ) =  ~ e A(t-s) (1 - M )  [B + e ( B V  - UC)]  e 
Ib t 

Si nous d6finissons l'op6rateur int6gral N par la formule 

t 

N 2  (t) = f e a ( t - s )  (1 - M) Q (s) e - A ( t - s )  ds 
.I 
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(64) 

(t) d6finie par (63) nous 6crivons la solution pour U(t) 

(65) 

- A ( t  - s )  ds. (66) 

(67) 

nous pouvons finalement 6crire les solutions pour C et U sous la forme op6rationnelle 

C = M [ B  + e ( B U -  UC)] 
U = N [B + e ( B U -  UC)]. 

(68) 

Cette forme se pr6sente tr~s convenablement quand il s'agit d'une construction des 
solutions par r6currence. Supposons que C et U peuvent atre exprim6es sous forme 
des s6ries convergentes pour des valeurs assez petites de e 

C = C O -]- e C  1 2f_ •2C2 _~_... 

U = U 0 -a t- e U  1 + ~ 2 U  2 + . . .  
(69) 

Soit aussi le d6veloppement de la fonction B(t, e) 

B = B o + eB1 + g2B 2 n u " ' "  (70) 

Les fonctions Bi(t)  sont des matrices carr6es d'ordre n, p6riodiques en t et de p6riode 
T. Si nous substituons ces s6ries dans le syst~me (68) et ensuite 6galons les coefficients 
de marne puissance en e, nous obtenons les syst~mes de r6currence suivants pour 

calculer les matrices Ci et Ui 

et 

C O = M [Bo] 
C1 = M[B1 + BoUo - V o C o ]  

Ci = M [Bi + Bo Ui-1 + . . . .  Ui- l Co] 

Uo = N [ B o ]  

U~ -- N [B~ + B o Uo - UoCo] 

(71) 

(72) 

Ui = N [Bi + Bo Ui-1 + . . . .  Ui- l Co] . 
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5. Les exposants caract6ristiques au voisinage du point L 4 

Nous pouvons maintenant appliquer la m6thode pr6c6dente ~ l ' int6gration du syst~me 
(5). Posons 

X - -  X l ,  y - ' x 2 ,  

X = (Xl,  X2, X3, X4).  

! ! 

X - - X 3 ~  y = x 4  
(73) 

Nous 6crivons le syst~me 

avec 
X '  = [A + eB (e, v)] X 

B (e, v ) =  Bo + eB1 + e2B2 + e3B3 + "" 

= q9 o (v) B + eq91 (v) B + e 2q9 2 (v) B + e 3 q9 3 (v) B + . . . .  

(74) 

(75) 

A et B sont des matrices constantes de 4 lignes et 4 colonnes 

A 

- 0  0 1 0- 
0 0 0 1 

hi 0 0 2 
0 h 2 - 2  0_ 

B ~,. 

- 0  0 0 0- 
0 0 0 0 

hi 0 0 0 
_0 h 2 0 0_ 

Les fonctions trigonom6triques q)i(v) sont donn6es par 

(76) 

( /90  - -  ~ C O S  V 

_ _  1 (1 + cos 2v) ~ 1 - - ~  
92 = - 4 ! (3 cos v + cos 3v) 
(/9 3 = { (3 -[- 4 cos 2v + cos 4v). 

(77) 

Nous cherchons la solution fondamentale de l '6quation (74) sous la forme 

X = (I  + eU)  e (a+eC)v  (78) 

off la matrice constante C et la fonction matricielle U sont donn6es par les s6ries 

C = Co + eC1 + E2C 2 -a t-... 

U = Uo + eU1 + e2U2 -[---". 
(79) 

Les C~ et U~ sont alors obtenues par les formules (71) et (72). Nous observons que, 
pour appliquer ces formules, par la d6finition (67) de l 'op6rateur int6gral N, il nous 
faut calculer la matrice exponentielle e a t .  N o u s  employons le lemme suivant: 

Lemme:  (Vinh, 1972). Quand les racines caract6ristiques 2i de la matrice constante 
de n lignes et n colonnes A sont toutes distinctes, la matrice exponentielle e At est 

donn6e par 

ou 

At  
e 

n 

= 

i=1 

= H 
j = l  
j =~ i 
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D a n s  notre cas, l '6quat ion caract6rist ique de A est donn6e par  (7) et nous avons 

2 1 ,  2 -'- q-  i001, 

0012- �89 + x//1 
/ 

2 
002 -- �89 

"~'3, 4 --- q-  i002 

- 2 7 # ( 1  - #)] 

- x / a  - 2 7 #  (1  - # ) ] .  

(8o) 

A u  lieu d 'effectuer les calculs avec le pa ram6t re  #, il est plus simple d'uti l iser les 

pa ram&res  sym6triques 00, et 002, ou h, et  h 2. On peut  ais6ment v6rifier les relations 

suivantes 
2 

002 -t" 002 ~--- 1, h, -}- h 2 = 3 

2 2 h2 27 (1 # ) .  (81) 001002 = hi = 4 # -- 

En employant  notre  lemme, nous avons 

off 

eAr= AleUo~ v q- A2 e-i~ + A3 ei~ -Jr- A4e -i~ 

002 A2 i A3 ) 1 
- 0 0 2 1 +  i - - A -  + 

A1, 2 = 2 . 00 2 - 002)_. - 001 - 001 

1 
,00~I + i - -  A - + A - ~ -  _ ~ ~ ~ �9 

3, 4. 
2 (002 00~) 002 002 

(82) 

(83) 

Par  la d6finition de l 'op6ra teur  int6gral N, nous observons que les int6grales ~t effectuer 

sont  de la forme 

13 

j e A(v- S)D e- A ( v  - s)  COS m S  

( sin m s  
ds 

off D est une matr ice  constante  et m un nombre  entier positif. Donc,  nous pouvons  

effectuer les int6grat ions une seule fois pour  toutes,  et nous pouvons  6crire le r6sultat 

sous la forme 

13 

f ea(13_s) D e_a(13_s)~cos m s  ds = 
( sin ms 

sin m y  cos m y  
P= (D) + Q= (D)  (84) 

- cos m y  sin m y  

off les coefficients P= (D)  et Q= (D)  sont donn6s par  

m ( m  2 m 4e) 2) (m 2 - 40922) [ (m 2 - 1) / - 4002o92-1 P= (D) = 

= [m 2 (m 2 - 1) 2 (m 2 - 4) + 2 m  2 ( 5 m  2 - 3) o9,00222 + 
2 2 + 80 10 2 (1  - 2 2 _ )2  200,o02)] D + 2 [ (m 2 1 (m 2 - 4 )  + 

+ 6 (m 2 + 2) 00,aoo 2] D 3 + 2 [3m 2 (m 2 1) + 8 2 2 -- 001002] A D 3 A  + 

+ 4 ( 5 m  2 - 2) A2D3 A2 - [m 2 (m 2 - 1) (m 2 - 4) - 4 ( m  2 + 2) 00100212 2 x 

x (AD1 + D 2 A )  - 2 [ (2m 2 - 1) ( m  z - 4) - 800200 2] (AZD3 + D3 A2) 

(85) 
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m 4o)~) (m 2 

= 2 (2 - 5m 2) A 2 (D 1 - 0 2 )  A 2 

- 4 )  + 6 (m 2 

- 4 ) -  24o92o) 2] (A2D1 

- 1) (m 2 - 4) + 8o92o) 2] (D1A a 

4~o~) E(m a 1) ~ ~ - - - 4o91o)2] Qm (D) = 

- [ (m  e - 1)2 (m 2 + 2) o92o)2] (O1 

+ [(m 2 - 1 ) (m 2 

+ [ ( 3 - ,  2 

- D 2 ) +  

- D2  A z )  n t- 

- A2D2). 

Dans les formules pr6c6dentes, nous avons d6fini 

D 1 = A D ,  D 2 --  DA, D 3 = A D A .  (86) 

Comme les int6grations ont 6t6 effectu6es, la solution par notre m6thode s'obtient par 
des multiplications des matrices A et B. L'application de la m6thode est encore rendue 

plus simple par les observations suivantes: 
Les matrices A et B peuvent atre subdivis6es en des sous-matrices 

o/1 

"-[0a 00] 

a =  h2 - 1 

et Ies t  la matrice unit& Doric, les op6rations se comportent comme des multiplications 

des 2 x 2 matrices ayant des 616ments qui sont des fonctions de a et J. Ces sous-matrices 
ont leurs produits qui satisfont des relations int6ressantes. Tout d'abord, comme a est 

une matrice diagonale nous avons simplement 

a"--- h 0] 

Ensui te ,  on v6rifie que 

j z = _  I ,  j 3 = _ j ,  j 4 =  1, etc . . . .  (90) 

Formons les produits 

Donc 

a J =  [0 [0,o] 
- h a  ' - h a  

a J  + J a  = (h 1 + h 2 ) J  
aZJ + Ja ~ = (h~ + h~) J 

�9 o Q 

a"J + Ja" = (h"~ + h"~) S .  

Maintenant si nous multiplions la premi6re 6quation (91) par la gauche par J 

J a J  + JZa = (h  I q- h 2 ) j 2 .  

(91) 
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En employant (90) 

J a J  = a - (h i  + h2) I 
daZd = a z - (h~ + h~) I 

J a " J  = a" - (hi  + h"2) I .  

(92) 

Si nous multiplions la premiere 6quation (91) par la droite par a, nous avons 

aJa  + j a 2 =  (hi  + h 2 ) J a .  

Multiplions la m~me 6quation par la gauche par a 

aJa  + a2J = (h i  + h 2 ) a J .  

En additionnant les deux 6quations 

2aJa  + ( a 2 j  + Ja 2) = (hi  + h2) (aJ  + d a ) .  

En appliquant les formules (91) 

aJa  = h~h2J 
a2 ja  2 = h 2hz2J 

a"Ja" = hn~h"fl . 

(93) 

Finalement, par la d6finition (88) de a, les racines caract6ristiques de cette matrice 
sont h~ et h2. Comme h 1 + h2 = 3, par le th6or6me de Cayley-Hamilton 

a 2 - -  3 a  + h l h 2 I  = O.  (94) 

Les relations entre les matrices a et J que nous avons mises en oeuvre permettent de 
simplifier la construction de la solution fondamentale du syst6me consid6r6. De fa9on 
g6n6rale, apr~s chaque 6tape d'int6gration, on peut toujours ramener les sous-matrices 
qui sont les 616ments des matrices constantes C~ et des coefficients Pm et Q m sous les 
formes (~a + flI) et (~aJ + 6J)  oft ~, fl, ~ et 6 sont des coefficients alg6briques fonctions 
de hi et h2, c'est ~t dire de co 1 et o91. 

Jusqu'au second ordre en e, la solution est obtenue presque imm6diatement. 
partir des 6quations de r6currence (71) et (72) nous avons pour Co 

et pour Uo 
Co = M [Bo] = - M [B cos v] = 0 

Uo = N [Bo] = - P1 (B) sin v - Q1 (B) cos v 

off P~ (B) et Q~ (B) sont donn6es par les 
Calculons ensuite C~ 

formules (85) et (86) avec m =  1, 

(95) 

OU 

C1 = M [ B I  + BoU  o - UoCo] = 
m [�89 (1 + cos 2v) B + cos vB 

C1 = �89 + �89 (B ) .  

[/1 (B) sin v + Q~ (B) cos v]] 

(96) 

D = B .  

(97) 
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Continuons de la marne mani~re et nous avons jusqu'/t l 'ordre de e 4 

et 

avec 

C 2 - - 0  

C3 = �88 + 1BQ2 (Ca) - �88 (61) - �89 (K1) + �89 (R1) 

Ca = �89 (B) 

U 1 - "  - -  - } 2 C 1  - -  �89 (C~) + �89 2 (C1) + Q1 (B) C a 

Ra = - 101 - �89 ( C 1 )  - -  �89 (C1) + Pa (B) Ca 

(98) 

(99) 

(loo) 

Ces multiplications des matrices sont rendues simples avec l'aide des relations trouv6es 
pour les produits des matrices a et J. D'une mani~re explicite, nous avons 

1 [ 0 0 1 
C1 - 2(1 - 40)~) (1 - 40)~) 12 2 2 2 2 �9 (0)10)2 - -  2 ) a  + 90)10)21 80)20)2J-  12aJ 

Jusqu'au second ordre en e, la matrice constante dans l 'exposant de la solution 
mentale est de 

(101) 

fonda- 

A -t- e2Ca. (102) 

Nous avons donc l '6quation caract6ristique de cette matrice 

110)20)2 e 2 + 0@4)]/~2 _+_ 
24 + 1 -- (1 -- 4O02) (1 -- 40) 2) 

: : I  3 ( 8 ~ 1 7 6  e2 + 0 (e4)l = 0" 
+ 0)10)2 1 + 2 (1 -- 4-~1) ( i  --40)~) (103) 

En posant 2 2--  __0"2 nous avons les fr6quences normales 0"1 et 0- 2 donn6es par  

0)2 (1 - 0)2) (60)~ - 7) e2 
0"~ = 0)2 + 2 ( 1 - 4 0 )  2) (20) 2 - 1) + O(e4) 

0)2 (1 - 0)~) (60) 2 - 7) eZ 
0"I = 0)2 + 2{1 -~4~-~22) (-~m~ l i  + O(e4)" 

(104) 

Nous retrouvons donc les r6sultats donn6s par le programme de calcul 61ectronique de 
Deprit et Rom (1969) 

[ 1 ~  1 - c~ (7 - 6~ e2 1 al  = 0)1 1 + 4 2 - - ~ - ) - ( 1 _ _ - ~ 2  ) + 0 (e 4) 

I 1 ( 1  0 )~ ) (7 -60 )2  z) e2 1 
0" 2 0) 2 1 q ~ 2 - - ~ ) ( 1 - - 4 ~ - ~ )  + O(e4)  " 

(105) 

Pour terminer nous voudrions mentionner que, avec notre proc6dure d'int6gration 
matricielle, non seulement nous pouvons construire la solution fondamentale donn6e 
par la th6orie de Floquet, mais comme l'int6gration est effectu6e une seule fois pour 
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toutes, /t l'aide des relations simplificatrices pour les produits des matrices fonda- 
mentales a et J, nous pouvons ais6ment continuer le calcul jusqu'/t n'importe quel 
ordre en e que l'on d6sire. 
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