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R6surn6. Ce papier pr6sente une 6tude analytique du mouvement plan de rotation des satellites (et des 
plan6tes) dans leurs mouvements orbitaux. Les trois families des solution p6riodiques sont obtenues 
par la m6thode du prolongement analytique de Poincar6. Ensuite, la stabilit6 de ces solutions p6rio- 
diques est discut6e, et les 6quations approch6es des courbes limites de stabilit6 sont donn6es jusqu'au 
quatri~me ordre. 

Abstract. This paper presents an analytical study of the rotational motion of the satellites (and the 
planets) in their orbital planes. The three families of periodic solutions are obtained by the method of 
analytical continuation as formulated by Poincar6. The stability of these solutions are analyzed, and 
the approximate equations of the transition curves are obtained to the fourth order. 

I: Les solutions pdriodiques 

1. Introduction 

Dans les applications des satellites artificiels, il est important de trouver des m6thodes 
de stabilisation pour pouvoir les orienter par rapport ~t la plan~te d'attraction. I1 est 
bien connu que des techniques simples de stabilisation peuvent se baser, non pas sur la 
position d'6quilibre du satellite dans le syst6me orbital des coordonn6es, mais sur le 
mouvement r6gulier p6riodique du satellite autour de cette position. 

Un autre exemple frappant du mouvement p6riodique des corps c61estes est le 
mouvement de rotation de la plan6te Mercure. Jusqu'au 1965, les astronomes s'ac- 
cordaient sur la valeur de la p6riode de rotation sur elle-m~me de cette plan~te comme 
exactement 6gale ~t sa p6riode de r6volution autour du soleil, soit 87.96 jours. Cette 
valeur erron6e a des influences sur les 6valuations des caract~res physiques de la 
plan~te comme les temp6ratures des r6gions 6clair6es et des parties dans l'ombre. 
Aussi la d6ception fut-elle vive lorsque les nouveaux r6sultats des mesures directes par 
radar de la vitesse de rotation de Mercure ont montr6 que sa p6riode sid6rale est de 
58.64 jours, soit une valeur de r6sonance exactement 6gale aux deux tiers de sa p6riode 
orbitale. Depuis, de nombreux travaux th6oriques ont 6t6 publi6s expliquant ce 
ph6nom~ne. 

Nous nous proposons dans cet article de faire une 6tude analytique du mouvement 
de rotation des satellites (et des plan&es) dans leurs mouvements orbitaux. Nous nous 
int6ressons particuli~rement aux mouvements p6riodiques et leurs stabilit6s. La m6thode 
employ6e est l'application de la th6orie du prolongement analytique de Poincar6 pour 
trouver des solutions p6riodiques des 6quations diff6rentielles non lin6aires. 

L'6quation diff6rentielle nonlin6aire du second ordre du mouvement plan du satellite 
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dans son plan orbital s '&rit  

(1 + e cos v) 
d 2 x  dx 

2e  s in  v - -  + # s in  x = 4e  s in  v ,  (1)  
dv 2 dv 

o/~ e est l'excentricit6 de l'orbite et v l 'anomalie vraie. Nous avons pos6 

(A - C) 
x = 20, # = 3 , (2) 

B 

0 est l'angle que fait un axe fixe du satellite avec le rayon vecteur et A, B, C d6signent 

les moments d'inertie principaux (Figure 1). Les param&res e et/~ dans l '6quation (1) 

satisfont aux in6galit6s 

O ~ < e < l ,  I#1 3. (3) 

L'6quation est compl&ement int6grable dans les cas /~=0 ,  et e=0 .  L'existence des 

solutions p6riodiques impaires de p6riode 2n a 6t6 montr6e par Torzhevskii (1964), 

et la recherche num6rique de ces solutions a 6td effectu6e par Zlatoustov et ses 

collaborateurs (1964). Une description assez d6taill6e de ces r6sultats est donn6e par 

Beletskii dans son ouvrage (1966). Dans ce papier nous nous proposons d'employer la 

m6thode de prolongement analytique de Poincar6 pour construire ces solutions p6riodi- 

ques & partir des solutions g6n6ratrices p o u r / ~ = 0 ,  et e=0 .  La mame m6thode est 

1' 

s 

/ 
/ 

V 

Centre attractif 

t �9 

Perigee 

Fig. 1. G6om6trie du satellite. Ia, Ic: axes principaux d'inertie correspondant aux moments A et C. 
L'axe 18 est toujours normal  au plan d'orbite. 



LES SOLUTIONS Pt~RIODIQUES DU MOUVEMENT PLAN DE LIBRATION DES SATELLITES 373 

ensuite utilis6e pour  la discussion de la stabilit6 de ces solutions p6riodiques. Quoique 

les solutions analytiques ne sont valables que pour  des valeurs assez petites de # et de e, 

nous t rouvons que les r6sultats obtenus s 'accordent  bien avec les r6sultats num6riques 

de Zlatoustov et al. (1964) dans un domaine assez large de l 'espace (#, e). 

2. Solutions p~riodiques autour de # = 0  

Dans l '6quation (1) nous faisons un changement  

anomalie  moyenne. La nouvelle 6quation s'6crit 

de variable de l 'anomalie  vraie en 

(a) 3 
d ~  z + # sin x = 4e sin v, (4) 

o/1 a est le demi-grand axe et r, le rayon vecteur 

r 1 - - e  2 

- = 1 -- e cos E = . (5) 
a 1 + e c o s v  

Bien entendu, M d6signe l 'anomalie  moyenne et E, l 'anomalie  excentrique. Pour  # 

nous avons l '6quation lin6aire avec second membre  

=0 ,  

d" 
d M  2 = 4e sin v. (6) 

La solution g6n6rale de cette 6quation s'6crit 

x = -  2v + c~M + Xo, (7) 

o/1 e et Xo sont deux constantes d'int6gration. En exprimant  l 'anomalie vraie en s6rie de 

Fourier  des multiples de l 'anomalie  moyenne nous pouvons 6crire la solution (7) sous 

la forme 

x = Xo + (o~ - 2) M + ff (M) ,  (8) 

o/1 Ip ( M )  est une s6rie de Fourier  des sinus des multiples 

explicite, et au troisi6me ordre en e 

de M. D 'une  mani~re 

~t ( M )  = - e (4  - �89 2) s in  M - ~e 2 s in  2 M  1 3 e 3 s i n  3 M  
6 (9) 

Le satellite a donc un mouvement  de rotat ion uniforme par rappor t  au rayon vecteur, 

superimpos6 par un mouvement  oscillatoire de p6riode 2n. Le mouvement  peut ~tre 

consid6r6 comme p6riodique dans le sens large si e est un nombre  entier positif  ou 

n6gatif, et dans le cas ot~ e = 2, le mouvement  est p6riodique pure. Nous observons que 

le cas a - - 2  est le cas de r6sonance principale. C'est  le cas de la lune ou des satellites 

artificiels stabilis6s par  gradient  de gravit6. C'est aussi le cas trait6 par  Zlatoustov 

(1964). Le cas ~ =  3 est le cas du mouvement  de Mercure.  I1 est discut6 par Liu et 

O'Keeffe (1965), Jefferys (1966) et Pacault  (1969). Ces traitements sont de nature 

num6rique ou sont limit6s au premier  ordre des d6veloppements en s6rie. 



374  NGUYEN X. VINH 

Pour la solution g6n6ratrice (7) ou (8), nous prenons Xo =0,  ce qui correspond h des 
solutions stables de rotation o~ ~t l'apog6e, le plus petit axe principal est dirig6 vers le 

centre de l 'attraction. 

Pour t t#0 ,  nous posons 

x = -  2v + aM + q~ (M).  (lo) 

Par suite d'une substitution dans l '6quation (4) nous avons l '6quation en q~ 

d M  2 ~-/.t sin ( -  2v + ~M + q~) = O. (11) 

En suivant Moulton (1920), nous pouvons d6montrer 

suivant: 
Supposons qu'au temps initial 

le th6or6me de sym6trie 

dq9 
M = O, q9 = Co, dM = O, (12) 

c'est ~t dire que la trajectoire q~(M) traverse l'axe des q9 perpendiculairement. La 

solution de l '6quation (11) avec les conditions initiales (12) est de 

q9 = f ( M ) .  (13) 

Dans l '6quation (11) nous faisons le changement de variables 

q9 = -  ~ ,  M = -  M,  v = -  ~. (14) 

Ce changement transforme l'6quation (11) en elle-m~me, mais avec les nouvelles vari- 
ables ~, M, et ~. Donc si nous employons les m~mes conditions initiales 

_/~ = O, ( ~ = c  o , d /~  O. (15) 

nous avons la solution 

= f (A4) .  (16) 

Cela veut dire que nous avons 

f ( -  M) = -  f (M) . (17) 

Donc, la solution de l'6quation (11) avec les conditions initiales (12) est une fonction 
impaire du temps. Si nous la construisons comme une s&ie de Fourier, elle ne contient 
que des sinus des multiples de l 'anomalie moyenne, et par suite la constante initiale 

Co s'annule. 
Nous allons donc chercher les solutions p6riodiques de (11) sous la forme 

OO 

q9 (M) = ~ #kq9 k (M),  (18) 
k = l  
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off q~k(M) sont des s6ries de Fourier des sinus des multiples de l'anomalie moyenne. 
En substituant (18) dans l'6quation (11) et en 6galant 5. z6ro les coefficients de p, #2,..., 
nous avons une suite des 6quations lin6aires /t second membre pour les q~, (M) 

(:)_3 
d2tpa - sin ( 2 v -  o~M)= f~ (M) (19) 
d M  2 

a M  2 ---- -- q~l COS (2v - czM) = f2 (M),  (20) 

-32 - 3  

cos (2v - o~M) = f3 (M),  

(21) 

Le probl~me, c'est donc de trouver les d6veloppements en s6rie de fx (M), f 2  (M), . . . ,  
c'est ~ dire de (r /a)-3  sin (2v - aM)et  (r/a) -3 cos (2v -  aM). Ce probl~me a 6t6 consid6r6 
par plusieurs auteurs et nous r6f6rons les travaux de Deprit et Rom (1967) et 
Vinh (1970). Nous donnons ci dessous les d6veloppements de (r/a) -3 s in(2v-~M) 
et (r/a) -3 c o s ( 2 v - a M )  jusqu'au septi~me ordre en e (ce qui rend n6cessaire l'in- 
c'.u;ion des neuvi~mes harmoniques/t cause de la propri6t6 d'Alembert) (Kovalevsky, 
1963). 

N o u s  a v o n s :  

(r)-3 
sin (2v - aM) = -  (�89 5 1 4 3  _ o 0  M 16e3 + 384 e5 + 1 8 4 3 2 e 7 )  s i n ( 1  

- - ( 4 - - Z g e 3  + 16-18.e5 + 
5e2 13 4 + (1 2 +-i-v e 

3 1 3  eV) sin(1 + ~ ) M  + 
3 0 7 2 0  

35 
2 8 8  e6)  s in (2  - ~ )  M - 

7 oO M --(2-~-e 4 + 2 4-----~e 6) sin (2 + + 

+ (7 e ,23e3 4 8 9  5 __ 17683e7 16 + 128 e 2 0 4  ) s i n ( 3  -o0M-  
81 e 5 81 o0 M - -  ( 1 2 8 0  "q- 2 4 0 8  e7) sin (3 + + 

.q_ (_~_e 2 1 1 5 e 4  6 o l  e 6 6 + 4---g- ) s i n ( 4 - ~  

4 e 6 s in (4  + o~) M + 45 

+ ( 848____Ae3 3 2 5 2 5 e 5  1 4 5 7 5 7 5 e 7  - 768  + 4 3 0 0 8  ) s i n ( 5  - o~)M - 

- -  1!]z-5-9625;r e7s in  (5 + ~) M + 

+ ( 51__~363 e4 1 38 2 7 1 6 0 e6)  s in (6  -- o~) M + 

+ ( 2 2 8 3 4 7 e 5  3 0 7 1 0 7 5 e 7  
3 8 4 0  - -  1 8 4 3 2  ) sin (7 -- o~) M + 

-!-" 73369e672o sin(8 -- o~) M + 

"l" 1 2 1 4 4 2 7 3 e 7  s i n ( 9 -  00 M 
7 1 6 8 0  (22) 
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(r)-' 
cos (2v - a M ) =  - (le e s 1 4 3 e 7 (1 a) M + 76 'e3 "}- 3 5 4  -t- 1 8 4 3 2  )COS - -  

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

(4-!fie 3 + 
5e2 

(-~4e 4 + 

(-}e 16 . q l _ ~  
81 5 

1280 e 

1 l e 5  3 1 3  e 7 (1 + ~ )  M + 7 6 8  "Jr- 3 0 7 2 0  ) COS 

1 3 ..4 3 5 ( 2  - -  e )  M + "1- T-6 e: 2 8 8 e6) COS 

7 e 6 (2 + ~) M + 2 4 0  ) COS 

489e5 (3 - o~)m + 1 2 8  - -  -21- ~63e7) COS 

81 e 7) cos (3 + o~) M + "t- 2 4 0 8  

(1--g 7-e2- 1-~ 5e4 + 6~ ) cos (4 - o~)M + 

-4-~-5 e6 COS (4 + ~) M + 
(84@e3 32525e5 1 4 5 7 5 7 5  )COS 7 6 8  "31- 4 3 0 0 8  e7 (5 - ~ ) M  + 

1 5 6 2 5  e 7 (5 + o~) M + 1 2 9 0 2 4  COS 

(51_@363e4 13827160 e6) cos  (6 - o~) M + 
( 2 2 8 3 4 7 5  3 o 7 1 O 7 5 e 7  ) (7 ) 

3 8 4 0  e - -  x 8 4 3 2  c o s  - -  o~ m + 

-1- 73369.e6 Cos(S -- ~) M -a t- 

+ 12144273.e7 (9 ) 71680 COS - a M .  (23) 

Si nous prenons chacune des 6quations (19), (20), ..., le d6veloppement de fk (M)  a la 
forme 

k sin pM +... (24) fk ( M ) =  a] sin M + a~ sin 2M +-- .  + ap 

et la solution pour  q9 k (M),  satisfaisant aux conditions de p6riodicit6 q9 a (0 )=  q0a (re) 
est de 

= 0  

k k k 
a 1 a 2 ap 

- Ok (M) = 1-- ~ sin M + 22 sin 2M +. - .  + p2 sin pM +. . . .  (25) 

Pour  ~ quelconque, et au premier ordre en # e t jusqu 'au  septi~me ordre en e, nous avons 

avec 

+ 

20 = -  2v + o~M +/up1 (M) ,  

1 
5 e 5 q91 (M) = (1 - ~,2) (�89 16 e3 "31- 38"---~ 143 + i 8 4 3 2 e 7 )  s in(1  - a )  M + 

+ 

1 
(1 + a) a ( A e a  + 7Vae5 + 3 1 3  ~ ) M -  30720e7)  sin (1 + 

1 5e2 13 4 
a ,  2) (1 2 + -r-~e 

(2 
385-8e6 ) sin (2 -- o~) M + 

1 
(2 + 002 (-~4e4 + 24Z~-e6)sin(2 + a ) M -  

1 
(~e (3 - e)2 

1 2 3 e 3  4 8 9 e 5  
16 -]- 128  1763 e 7) sin (3 -- 0~) M + 2 0 4 8  

(26) 

(27) 
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+ 

+ 

+ 

1 
(1280 81  e 5 

(3 + 
8 1 e 7 o~) M -[- 2 4 0 8  ) s i n ( 3  + - 

1 
(4 - ~)2 ( 1-J-e2 1 ~5 e 4 + 6~81_e6 ) s in (4 -- c~) M + 

4e 6 

45 (4 + ~)2 
sin (4 + ~)  M - 

1 
(5 -- ~)2 ( 8~48-----~5 e3 32525e5 

7 6 8  -'1- 145757543008 eT) sin(5 - o~) M + 

7 15625 e 

129024 (5 + 00 2 
s in (5 + ~)  M - 

1 
(6 - a)2 (51-~363e4 1382160 '7e6) sin (6 -- ~) M -- 

l 
2 2 8 3 4 ' 7  (7 - 0~) 2 3 8 4 0  

e 5 - 30'710'7518432 eT) s i n ( 7  - ~)  M - 

73369 e 6 

720 (8 - o02 
sin (8 - a)  M - 

7 12144273 e 

71680 (9 - c02 
sin (9 - a)  M .  

(27) 

On prendra  soin de mettre 5. z6ro le terme sin ( k - ~ ) M  quand k = ~. Cette solution au 

premier  ordre en # est suffisante pour  le cas des satellites ou des plan&es 5. peu pr6s 

sym6triques. En particulier, pour  la lune (c~=2), # est connu et 5. peu pr6s 6gal 5. 

6.15 • 10 -4. Pour  Mercure (~=3) ,  les calculs num6riques de Liu et O'Keeffe (1965) 

ont conduits 5. la valeur # = 1.5 • 10 -4. 

Pour  0~ = 2, nous avons la solution jusqu 'au  second ordre en # et septi6me ordre en e 

20 = 2 (M - v) + pqo I (M) + #2qo 2 (M) + . . . .  (28) 

La solution est purement  p6riodique parce que la fonction ( M - v )  est une fonction 

impaire,  p6riodique en M e t  de p&iode 2n. Comme les fonctions q~ (M) ,  elle s 'exprime 

en s6rie de Fourier  suivant les sinus des multiples de l 'anomalie  moyenne. Nous  avons 

d 'une mani6re explicite 

/ 
2 (M - v) = - ~4e 

% 

- 

e3 ) 
5 5 10,7 7 

2 + z--~e + 2 3 ~  s i n M  - 

1 4  1 , 7 6  �9 ~e + -9-ze ) sin 2M - 

_ (13e '  43eS + 95-5~e7 ) sin 3M - 

_ e" 24_ 5 ~e 6) s in 4 M  - 

u ( 109'7e5480 5 935 74e7) s in  5 M  _ 

1 2 2 3  e 6 s i n  6 M  
4 8 0  

4 '72 "7 3e7 s i n  7 M  
1 6 1 2 8  (29) 
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(D1 ( M ) = -  (4e 
1 8( 

1 (211e 3 1 0 8  

1 (1597e 4 7 6 8  
1 ( . 2 8 5 1 3 . 6 5  

2 4 0 0  5 

~1e3 + ~-~e 5 393-~e7) s i n M  - 

1 7 e  2 1 ~ 5 e 4 6 0  ~ e 6 3 + 2 4  ) s i n  2M - 

4 o 6 7 6 5  2 6 o 2 O 3 e 7  8 "31- 6 4 0  ) s i n  3M - 

82_99 e 6) sin 4M - 

_ 9 2 5 4 _ 5 8 0 1 9 9 e 7 )  s in  5 M  _ 

273~176 s in7M 
7 9 0 2 7 2 0  1841 e6 sin 6M - (30) 

rp2 (M) = - (4e 5~ + 124445651728 - -  2 3 7 5 2 4 7 5 6 7 )  

312 ( 6 5 e  2 997918 e4 + 4 7 44 5 5 366) sin 2M - 3 4 5 6  

12961 (9565 e 3 3  - -  2 2 0 8 2 5 3  e 5 9 6  + 1808991191 e7) sin 3M - 3 2 0 0 0  
1 (.1 1 3 5 6  7e4 1 4 4  2 3e6 4 3 2  2 - -  4 1 8 4  ) s in4M - 

1 ( 1 7 1 4 7 5 2 4 7 6 5  - 1 6 3 8 6 2 8 9 9 1 9 1 1 . 6 7 )  s i n 5 M  - 
8 6 4 0 0 0 0  5 7 2 2 4  

215358247e6 s in6M - 477860436436767 s in7M (31) 
4 1 4 7 2 0 0 0  6 9 7 0 1 9 9 0 4 0 0 0  " 

18  

3. Emplo i  de r a n o m a l i e  excentr ique c o m m e  variable ind~pendante 

La solution p6riodique donn6e dans le paragraphe pr6c6dent est valable pour  des 

valeurs assez petites de/~, et pour  des valeurs petites et mod6r6es de e. Quand e est 

tr6s petite, et # > 1, nous devons partir  des solutions g6n6ratrices pour  e = 0. Nous  avons 

obtenu les d6veloppements jusqu'~t l 'ordre de e 7. Ces d6veloppements peuvent ~tre 

obtenus ~t partir  du d6veloppement de ( r /a)  - 2  (Vinh, 1970). Mais c'est un fait bien 

connu des astronomes qui ont travaill6 sur les d6veloppements du mouvement  k6pl6rien 

qu'il  est plus facile d 'obtenir  le d6veloppement de ( r / a )  - 2  en s6rie de Fourier  des 

multiples de 1' anomalie excentrique E qu 'en s6rie de Fourier  des multiples de 1' anomalie 

moyenne M. C'est  donc l 'anomalie excentrique E qu'il faudrait  prendre comme 

variable ind6pendante quand on voudrai t  obtenir des solutions d 'un ordre plus 61ev6 

en e. 

ConsidOrons par exemple 

dOpendante de M e n  E 

d2rpl e s inE 

dE 2 

l '6quation (19) donnant  rpl. Changeons la variable in- 

d r p l  

1 - e cos E dE 
= sin (2v - a M ) .  (32) 

Prenons une variable auxiliaire zl d6finie par  

drpl 

dE 
= (1 - e cos E) z l ,  (33) 

go x est obtenu par  une simple int6gration de s6rie quand Zl est connue. En substi tuant 

(33) dans l '6quation (32) nous avons l '6quation lin6aire du premier ordre en Zl 

dzx (a) 2 
dE = sin (2v - a M ) .  (34) 
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Pour des 
faut donc trouver les d6veloppements de (r/a) -2 sin (2v - c~M) et (r/a)- 2 
En employant les formules de r6currence obtenues par Vinh (1970), 
obtenir les formules tr6s sym6triques suivantes 

solutions en s6ries de Fourier des multiples de l'anomalie excentrique E, il 
cos (2v- aM). 
nous pouvons 

(r) -z 4 1 - e Z d  I d z ( r )  -1 (a)  -~] sin2v = + (35) 3e 2 d-E d-~-2 

(r) - 2  

cos2v = 3~2 [dE2 ( r )  -x + ( r ) - i  I - 

_ (1-eZ)IdZ(r)-Z~_e~ d--EZ + (r)-Z 1 . (36) 

Comme les d6veloppements de (r/a) -~ et (r/a)-2 
nous en d6duisons 

0(3 

(a)  -2 2 ~-~ 
sin 2v = k (k 2 

3e z 
k = 2  

en s6ries de Fourier en E sont connus, 

- 1) flk sinkE (37) 

O U  

oo 

( r )  -2 2 
cos 2v = k (k 2 

3e 2 
k = 2  

ilk= + k + 2 !  

- 1) flk coskE, 

(k+ 3) + 

k(k+4)(k+ 5) ( ; )  k+ +y! 
6 

0 Q 0 

(38) 

(39) 

Finalement, pour les d6veloppements demand6s 
oo 

(a )  -2 4 ( ~  2 
sin (2v - aM) = k (k 2 

3e 2 
k = 2  

1) flk sin (k - ~) E )  X 

O0 

x I-}Y~ + ~ Y2k(~ c~ 
k = l  

oO 4(y k k2 
-I- 3e 2 

k = 2  

oO 

X(~-aj J2k+a(ete) sin(ak+l)E), 
k = 0  

X 

(40) 
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(a) - 2  

cos (2v - ~zM) = 

oO 

3;2(Z 
k = 2  

k(k 2 

X �89 (o~e) + 

a) cos (k - E) X 

o() 

cosak ) 
k = l  

oO 4(X ) 
3e 2 k (k 2 1) sin (k - a) E x 

k = 2  

oo 

X(~-~ J2k+~(o~e) sin(ak+l)E), (41) 

k = O  

O1~1 Jk (~e) est la fonction de Bessel d'ordre k et d 'argument c~e. Le probl6me est donc 
r6solu, et l 'on peut obtenir par des int6grations des 6quations de r4currence la solution 
p6riodique pour l'angle 0, pour des valeurs enti6res arbitraires de ~, jusqu'h n ' importe 
quel ordre ene  et en/~ que l 'on d6sire. Nous verrons aussi plus tard que la formule (41) 
permet de construire un crit6re de stabilit6 sous forme explicite. 

4. Solut ions  p6riodiques autour de e - - 0  

Les solutions p6riodiques trouv6es pr6c6demment s'appliquent au cas off e=0 .  Dans 
ce cas, nous avons simplement 0 - 0 .  Le satellite pointe toujours un de ses axes vers 
le centre d' attraction et tourne avec la m~me vitesse angulaire que son centre de 
gravit6 dans sa r6volution autour du corps primaire. Nous appellerons cette solution 
g6n6ratrice la solution A et la famille des solutions p6riodiques obtenue par un pro- 
longement analytique ~t partir de cette solution, la famille des solutions p6riodiques de 
type A. 

Pour e = 0, il existe d'autres solutions g6n4ratrices que nous appellerons les solutions 
Bet  C. De ces solutions, par des prolongements analytiques, nous pouvons g6n6rer deux 
autres families de solutions p6riodiques que nous appellerons les solutions p6riodiques 
de type B e t  C. 

Pour e = 0 ,  l '6quation (1) devient l '6quation du pendule simple 

d2x 

dv 2 
r p sin x = O. (42) 

La solution x = 0  est la solution g6n6ratrice A. Les solutions g6n6ratrices B e t  C sont 
donn6es en s6ries des sinus des multiples de l 'anomalie vraie par 

x = r/sin v 
3 5 

1 sin 3v) r/ (sin v 1 sin 5v) + O (r/7) (43) (i,,s_n U 3 5 ' 
64 4096 
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off la vitesse initiale r /doit  satisfaire ~t l '6quation 

?72 3 
# -  1 q f q4 _~_ 0 (/76). (44) 

8 512 

D'une mani&e exacte, r/est obtenue en r6solvant l '6quation transcendante 

K -5, (45) 

off K est l'int6grale elliptique complbte de premi6re esp&e. Pour p >~ 1, on peut trouver 
deux valeurs oppos6es de ~/qui correspondent ~t deux solutions p6riodiques g6n6ratrices. 

Nous appellerons les solutions B celles qui correspondent/t  des valeurs positives de ~/et 
les solutions C celles qui correspondent/l  ses valeurs n6gatives. 

A. SOLUTIONS PI~RIODIQUES DE TYPE A 

Cette famille de solutions p6riodiques est obtenue par un prolongement analytique/~ 
partir de la solution 

(d;) 
e = 0, x = 0, = 0. (46) 

0 

Pour e 4= 0, posons 

oO 

x = Z ekXk (V). (47) 
k = l  

Les Xk(V) sont des 
conditions initiales 

fonctions p6riodiques de v, de p6riode 27r. Elles satisfont aux 

oo dXk (0) 
e # O, Xk (0) = O, Z ek = rl. (48) 

k= a dv 

En substituant la solution (47) dans l'6quation (1) et en 6galant les coefficients de m~me 
puissance de e, nous avons une s6rie d'6quations pour d6terminer les fonctions Xk(V) 

I f  
x~ + #Xl  = 4 sin v ,  

I t  t t  X2 -~ #X2 = 2x~ sin v - xl cos v, 

,, ,, # 3 x3 +/~x3 = 2x2 sin v - x2 cos v + ~ x , 

(49) 

m Q O 

Les primes repr6sentent les d6riv6es prises par rapport  ~t v. En effectuant les int6grations 

successives, et en employant les conditions initiales (48)et les conditions de p6riodicit6, 
nous avons la solution jusqu'au cinqui~me ordre en e 
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x = ex~ + e2x2 + e3x3 -a t- e4x4 -a t- e S x s ,  

4 
xx (/~ 1) sin v, 

6 
x2 -- (/~ _ 1) (p - 4) s in2v ,  

8p 
x3 = ( # _  1)4 sin v + 

8 (8# 2 - 14/t + 9) 

3 (# - 1) 3 (# - 4) (# - 9) 
sin 3v, 

X 4 
4 ( 1 7 p  3 -  121kt 2 + 1 8 5 # -  9) 

( # -  1) 4 (/~- 4) 2 ( p -  9) sin 2v + 

4 (37# 2 - 43p + 45) 
+ (# - 1) 3 (# - 4) (# - 9) (# - 16) s i n a v ,  

4 p ( 9 p  4 -  216# 3 + 1038# 2 -  1 5 3 6 # -  159) 
xs = ( # -  1) 7 ( p -  4) 2 ( / t -  9) sin v + 

(5o) 

2(477# 6 - 6836# 5 + 35442# 4 -  77076# 3 + 76313# z - 39552p + 2592) 
-I-- ( #  - -  1 )  6 ( / t  - -  4 )  2 (/.t - -  9 )  2 ( f l  - -  16) s in3v + 

2 (4287p 5 - 28221p 4 + 56385# 3 - 66099/.t z + 52008p - 21600) 
+ sin 5v. 

5 (p - 1) 5 (# - 4) 2 (# - 9) (p - 16) (p - 25) 

B. S O L U T I O N S  P E R I O D I Q U E S  DE TYPE B ET C 

Ces solut ions sont  obtenues  par  des p ro longemen t s  analyt iques  des solut ions (43) que 

nous  6crivons, en a d o p t a n t  l ' indice z6ro p o u r  d6signer les solut ions g6n6ratrices. 

Xo = 4/3 sin v - / 3  3 (sin v - �89 sin 3v) 
t3 5 

4 
1 sin 5v) +---  (51) (sin v 5 

off 

~0  /3 = p = 1 + 2/32 + 32/34 + ... (52) 
4 '  

Aux  valeurs positives de/3 nous  avons  la famille B e t  aux valeurs n6gatives nous  avons  
la famille C. 

Pou r  des valeurs assez petites de e, nous  consid6rons  les solut ions de l '6quat ion  non  
lin6aire (1) sous la fo rme 

oo 

x = ~ ekxk, (53) 
k=O 

off les Xk sont  des fonct ions  p6r iodiques  de v e t  de p6riode 2n. Les condi t ions  initiales 
sont  ~t t rouver  sous la forme 

x ( o )  = o ,  = . 
0 k = O  

(54) 
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De l/l, nous voyons que les condit ions 6quivalentes s'6crivent 

(0)  = 0 ,  
dv Jo = r/k' 

r/o = 48. (55) 

Les valeurs de r/k sont 5. t rouver  en fonct ion du param6tre  d' inertie #, c'est ~t dire 

ul t6r ieurement  en fonct ion de e par  la relation (52) pour  rendre les solutions (53) 

p6riodiques et de p6riode 2re. En substi tuant  (53) dans l '6quat ion (1) et en 6galant les 

coefficients de m~me puissance en e nous avons une suite d '6quat ions  pour  calculer les 

Xk par  des int6grations successives. 

; !  

Xo + # sinxo = 0,  
I !  ; t  

Xx + (p cos Xo) xl  = - Xo cos v + 2Xo sin v + 4 sin v, 

r 
t !  I !  ! _ _  x2 + (# cos Xo) x2 = - xl  cos v + 2xl sin v + x 2 sin Xo, 

2 

(56) 

�9 �9 �9 

L'int6grat ion de la premi6re 6quation nous donne  la solution (51)avec e donn6 par  

(52). En utilisant cette solution dans la deuxi~me 6quat ion  nous avons une 6quat ion 

lin6aire non homog~ne du second ordre avec coefficient variable pour  calculer x~. 

I1 est clair que ce proc6d6 de r6currence demande  les d6veloppements de cos Xo et sin Xo 

en s6ries de Fourier  des cosinus et des sinus des multiples de l 'anomal ie  vraie. Ces 

d6veloppements  sont laborieux, mais les calculs sont simples avec des multiplications 

des s6ries avec les fonctions de Bessel comme coefficients. A l 'ordre de e 5 

cos Xo = (1 - 482 + 684) + 482 (1 - 282) cos 2v + 28" cos 4v, 

sinxo = 8(4 - 982 + -~e  4) sinv + 383 (1 - 282) sin3v + 585 sin 5v. 
(57) 

En expr imant  # en fonct ion de 8 par  l '6quat ion (52), et en employant  le premi6re s6rie 

(57) pour  cOSXo, et la solution g6n6ratrice (51), nous pouvons  main tenan t  6crire 

l '6quat ion explicite pour  calculer x~ 

] x~ + 1 - 282 + 482 cos2v + 284 cos4v x~ 

8 3 

= 4 sin v + 8 (6 - e 2 - -~8") sin 2v + ~ (5 + �88 sin 4v + -~e 5 sin 6v. 

(58) 

L'6quat ion sans second membre  est une 6quat ion de Hill qui, en g6n6ral, ne donne  

pas des solutions p6riodiques 5. moins que les exposants  caract6ristiques ne s 'annulent  

ident iquement .  Dans  ce cas l ' int6grale particuli6re contient  des termes s6culaires et la 

solution xl est alors non  p6riodique. I1 est ais6 de voir que ce cas co r respond / t  8=0 ,  

c'est ~t dire # = 1, donc  c'est pr6cis6ment le cas de r6sonance. Donc,  pour  obtenir  une 

solution p6riodique pour  xl,  il sutfit de calculer seulement l 'int6grale particuli6re de 
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l'6quation (58). D'une mani6re g6n6rale, pour l'6quation en Xk, cette solution particu- 
li6re peut &re trouv6e sous la forme 

O0 

Xk = ~ b5 3) sin j r ,  
j = l  

k >i 1, (59) 

avec l'6quation en X k 

x~ + I ( 1 - 2 / 3  2 ~ )  + 4/3 2 cos 2v + 2/3 a" cos 4v] = A (60) 

off le second membre est une fonction connue de vet de Xo, xl, ..., Xk-~. Ces solutions 
sont 6valu6es dans les 6tapes pr6c6dentes et il est ais6 de voir que fk(V) peut atre 
d6velopp6e en s6rie de Fourier des sinus des multiples de v, soit 

fk (V)= C(, k) sin v + c(2 k) sin 2v + c(3 k) sin 3v +- . - ,  (61) 

les cf)sont des coefficients connus, fonctions de/3. En substituant la solution (59) dans 
(60) et en 6galant les harmoniques correspondantes nous avons un syst~me d'6quations 
lin6aires pour les b~ k). En prenant cinq harmoniques, nous avons pour les coefficients 
impairs 

= -  192 + 64e 2 + 16/34 + 2/3 6 + + 
A1 

+ / 3 2  (48 _ 20e2 + e, ~)c(3k)_.1_/34 ( 1 2 +  ~ ) c ( k ) l ,  

= -  48 - 18/32 - / 3 4  Cl k) .71- 

+ (96 + 20/32 + 2/34 + ~ )  c(3k' + e,2 (8 + 3e,2 -- e4) C(sk' 1,  (62) 

b~5 k) = 
t32 

A1 
[(8 + 6/32 - 3/34) c]k) + IO/3Zc~3k) + (32 + 8/32 + 7/34 - �88  c(k)], 

avec 
A 1 -  - - / 3 2  (768 + 256e 2 + 172/34 - 6/3 6 -a t- 22/38 3/310)8 " (63) 

Pour les coefficients pairs, nous avons 

b~ k) __ l I(15+2/32+~)c(2k)+2eZC(4*) 1 
A2 

b~ k) = 1 

A2 
[2e2c(2*)+ (3 + 2e 2 + 3e4)c(4k)], 

(64) 

avec 
A 2 = (45 + 36e 2 + 24e 4 + 4e 6 + �88  (65) 

La totalit6 des solutions p6riodiques pures (a =2)  a 6t6 obtenue par Zlatoustov 
(1964) par une int6gration num6rique de l'6quation (1). Ces calculs num6riques ont 
6t6 repris d'une mani6re plus compl6te par Modi et Brereton (1969). Ces solutions 
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sont repr6sent6es sur la Figure 2. Pour chaque valeur de/t,  la vitesse initiale a 6t6 
trouv6e en fonction de l'excentricit6 e pour rendre la solution p6riodique. Nous avons 
indiqu6 par des cercles les solutions analytiques correspondantes. Pour des valeurs 
petites de/t,  la solution (28) est tr~s pr6cise. En particulier, nous avons l'6quation 
exacte de la courbe/~=0 dans l'espace (7/2, e) 

'7 (1 - e )  "/" 
- = -  1 + ( 6 6 )  
2 (1 + e) l/z" 

, t7 
O c o ~  I-.- ^ . 

i,5 

1,0 

0 ,5  

0 

- 0 , 5  

- I , 0  

- 1 , 5  

N 
N 

B 

:5,0 
2,7 
2,4 

2,1 
1,8 
1,5 
1,2 

A 

2 0,4 0,6 0,8 

C 

e 
1,0 

]4 --- 3,0 

- 1,2 

- 0 , 6  

-------~ o 
0,6 

~-,:az 
2,4 
:5 

Fig. 2. Les solutions p6riodiques de type A, B, et C, au p6rig6e 0 = 0  et dO/dr--0"(0), sont re- 
pr6sent6es sur la figure en fonction de e e t a .  
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Pour des valeurs petites de e il faut employer les solutions (50) pour les solutions de 
type A, et les solutions (59) pour les solutions de type Be t  C. Les valeurs des points 
sur l'axe des ordonn6es r//2 sont donn6es par les 4quations exactes 

K (k 2) = zc x//z r/~ = k x/#" (67) 
2 ' 2 

Pour chaque valeur de p, on calcule k 2 par les tables des int6grales elliptiques compl6tes 
et ensuite on obtient la valeur correspondante de r/o/2. Sur la figure on voit que les 
solutions p&iodiques de type C existent toujours pour les valeurs de 1 ~<p ~< 3, tandis 
que les solutions de type B rencontrent les solutions de type Ale  long d'une courbe en 
pointill6 appel6e courbe de bifurcation. Ce ph4mom~ne a 6t4 d6montr4 par Poincar~ 
dans ses Nouvelles M6thodes. 

5. Solution par la m6thode des harmoniques 

La forme 
donn4e par 

fonctionnelle des solutions p6riodiques 

O 0  

x(.) = ~ b(k ") s in - -  
k = l  

impaires de p6riode 2nzt est 

kv 
n = 1 2 (68) ~ ~ - , ,  . 

n 

Une m6thode simple pour obtenir cette s6rie est de la substituer dans l'6quation (1) 
et ensuite d'6galer les coefficients des mames harmoniques pour avoir une suite 
d'6quations pour calculer les coefficients de la s4rie. Cette m4thode a 6t6 employ6e par 
Beletskii (1966), Modi et Brereton (1969) et r4cemment par Liu (1971) avec l'anomalie 
moyenne comme la variable ind4pendante. Cette m4thode ale d6savantage de devenir 
rapidement compliqu6e quand on prend plus de deux harmoniques. M~me avec seule- 
ment trois harmoniques on doit r6soudre un syst~me d'4quations alg6briques non 
lin6aires, ce qui fait que la solution num6rique de ce syst6me demande un travail 
6quivalent ~t l'int6gration num6rique de l'~quation diff6rentielle donn6e. En plus, la 
pr4cision est seulement bonne pour les solutions de type A qui ont des amplitudes 
faibles. Nous avons appliqu6 partiellement la m6thode dans le paragraphe pr6c6dent 
quand il s'agit d'un prolongement analytique. Dans ce cas les 6quations sont lin4aires, 
et l 'on pourrait prendre autant d'harmoniques que l'on veut. Aussi la pr6cision d6pend 
de la valeur de e, et pour des valeurs assez petites de ce param&re, la m4thode donne 
des s6ries convergentes pour les solutions comme Poincar6 l'avait demontr6 d'une 
mani&e rigoureuse. 

A part ce d6faut, la m6thode des harmoniques nous permet d'avoir l'6quation 
approch6e de la courbe de bifurcation, courbe en pointill6 sur la Figure 2, avec une 
tr~s bonne pr6cision. Par exemple, nous consid6rons les trois premi&es harmoniques 

x = ~/1 sin v +/72 sin2v + ~3 sin 3v. (69) 
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En substituant dans l '6quation (1) 
3e 

/~ sin x = (?/1 + 4e) sin v + ?/1 + 4/72 -~ 2 - -  ?/a)sin2v + 

+ (9?/3 + 4e?/2) sin 3v -~ 
15e 

2 
?/3 sin 4v. (70) 

La fonction sinx peut ~tre d6velopp6e en s6rie de Fourier 

sinx = $1 sinv + S 2 sin2v + S 3 sin3v + - - . .  (71) 

En n6gligeant les termes non lin6aires en ?/2 et ?/3 nous avons les valeurs approch6es 

$1 = 2J1 (?/1) + ?/3 [J2 ( ? / 1 ) -  J4 (?/1)], 

S~ = '7~ [Jo ('7,) - J ,  ( '7,)] ,  

$3 -- ?/3 [Jo (?/1) - J6 (?/1)] + 2J3 (?/1). 

(72) 

L'amplitude ?/1 de la premiere harmonique peut ~tre large, mais les termes dans les 
s6ries de Bessel d6croissent rapidement. Comme Jk(?/~)~?/k/(2kk!) nous retenons 
seulement les termes jusqu'au troisi6me ordre en ?/1- Nous avons donc le syst~me des 

6quations suivantes pour calculer les ?/i 

2lzJx (?/,) + !~?/3J2 (?/1) 

2/t?/zJo (q I ) 

#?/3Jo (/71) + 2 ~ J 3  (/11) 

=?/x + 4 e ,  

= 3e?/1 + 8?/2 + 3e?/a, 
= 9q 3 + 4e?/2. 

(73) 

Les 6quations sont lin6aires en ?/2 et ?/3. Leur 61imination nous donne une 6quation 
r6sultante transcendante en ?/1- En prenant seulement les deux premibres harmoniques 

nous avons l '6quation de Beletskii (1966) 

2P J1 (?/1) - ?/i = 4e. (74) 

Cette 6quation donne deux valeurs positives et une valeur n6gative pour ?/1. Elles 
correspondent aus trois familles des solutions p6riodiques. Quand l '6quation a une 
racine double, les deux families A et B se coincident et nous avons la courbe de bifurca- 

tion. En prenant la d6riv6e de (74) 

J~_?/,_(?/x)] - 1 = O. (75) 

En 61iminant p entre les 6quations (74) et (75) nous avons l '6quation de la courbe de 

bifurcation dans l'espace (?//2, e) 

e = ? / [2J ,  (?/) - ?/Jo (?/)] (76) 
4 [ r /J o (?/) - J~ (?/)] " 
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En fonction de 17, # est donn6 par 

/z = . (77) 
2 [r/J o ( r / ) -  J1 (r/)] 

Donc, les 6quations (76) et (77) peuvent atre consid6r6es comme 6quations param6tri- 
ques de la courbe de bifurcation dans l'espace (#, e). Cette courbe est aussi la courbe de 
r6sonance issue du point e = 0, p -- 1 (Figure 3). En arratant ~t l 'ordre de q3, les 6quations 
(76) et (77) s'6crivent 

e 

r/3 

16(1 - 3r/2)' 

1 

1 - 2 "  

(78) 

En 61iminant r/ entre ces deux 6quations, nous avons l'6quation pour la courbe de 
bifurcation donn6e par Beletskii (1966) 

•/2 (/~ - 
e = � 8 9  3# 

1) 3 
(79) 

II. La stabilitd des solutions pdriodiques 

I. Introduction 

Comme les solutions pdriodiques ont 6t6 trouv6es sous forme explicite des s6ries de 
Fourier, nous sommes maintenant en mesure de faire une 6tude analytique de la 
stabilit6 de ces solutions. L'dtude num6rique a 6t6 effectu6e par le groupe de Zlatoustov 
(1964). Les r6sultats num6riques sont repr6sent6s sur la Figure 3 end des traits pleins. 
Sur la m~me figure, les lignes en pointill6 repr6sentent les rdsultats analytiques de ce 
travail. L'6tude numdrique de Zlatoustov a conduit aux rdsultats suivants: 

Les solutions p6riodiques de type A qui ont des amplitudes faibles et des vitesses 
initiales positives se trouvent au dessus de la courbe de bifurcation, courbe de r6so- 
nance issue du point e - 0 ,  p - 1 .  Elles sont stables sauf dans la rdgion de r6sonance 
6manant du point e - 0 ,  #=�88 Les solutions p6riodiques de type B sont toujours 
instables. Les solutions p6riodiques de type A qui ont des vitesses initiales ndgatives, et 
les solutions p6riodiques de type C sont stables dans une r6gion de forme plus irr6- 
guli~re. Cette r6gion est limit6e d'une part la courbe limite qui part du point e=0.682, 
/~ = 0, et d'autre part par la courbe de r6sonance 6manant du point e = 0 , / z -  �88 et en bas 
par l 'axe/t  = 0. 
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Dans les paragraphes suivants, nous nous 
analytiques de ces courbes dans l'espace (/l, e). 

proposons de d6river les 6quations 

2. Un crit~re de stabilit~ pour/~ ~ 0 

Consid6rons l '6quation du mouvement (4) de la premi6re partie 

d 2 x  

d M  2 
~- # sin x = 4e sin v. (1) 

Tout  d'abord, sur l'axe # =0,  nous avons la solution exacte 

x* = -  2v + aM.  (2) 

Ecrivons l'6quation aux variations 

, d2~ 
x = x -a t- ~ ,  dM 2 = 0. (3) 

Ce qui donne pour la perturbation 

= CaM + Cz ,  (4) 

off Ca e t  C 2 sont des constantes d'int6gration. Les points de l ' a x e / z = 0  sont donc 
instables. Au contraire, pour des valeurs petites de/~, les solutions p6riodiques peuvent 
~tre stables pour certaines valeurs de e (cas de la lune et de Mercure). La courbe limite 
de la r6gion stable rencontre l'axe/~ = 0 en un point qui correspond/t la valeur critique 

de l'excentricit6. Pour trouver cette valeur, nous consid6rons l'6quation du mouvement 
sous la forme donn6e par l '6quation (11) de la premi6re partie 

d2q~ F- p sin ( -  2v + aM + q~) = 0 (5) 
dM 2 

Consid6rons la solution p6riodique q~* que nous voulons en 6tudier sa variation. Cette 
solution est donn6e par l '6quation (18) de la premiere partie. Posons 

q~ = q~* + ~. (6) 

L'6quation aux variations, lin6aire en ~, s'6crit 

d M  2 
I- # cos (2v - aM - qg* ~ = 0. (7) 

Quand q~* est remplac6e par son expression, nous avons une 6quation de Hill. 

Quand p tend vers z6ro, nous pouvons appliquer directement la m6thode des valeurs 
moyennes ~t l '6quation (5). Nous avons, comme 6quation moyenne, pour une p6riode 
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de 2rt 
d2rp 

d M  2 
t-/,t~ (e) sin r = 0 ,  ( s )  

OU 

2re 

( e )  c o s  - a M .  

0 

(9) 

C'est la m6thode employ6e par Chernousko (1963) pour trouver la solution approch6e 
asymptotique de q). L'6quation (8) peut &re int6gr6e par l'usage des int6grales ellip- 
tiques. La solution est stable quand 

/tcb~ (e) > 0. (10) 

La valeur de l'excentricit6 limite est donc donn6e par l'6quation cb, (e*)= 0. Pour a=  2, 
c'est 5. dire pour le cas de la Figure 3, e*=0.682. Lutze et Abbit (1969) ont int6gr6 
num6riquement l'int6grale (9) pour les valeurs enti~res diff6rentes de e (Figure 4). 

? 
5 

2 

! 
r 

Solutions 

. . . .  Solutions 

numeriques 

analytiques 

v I l I I I I I I I 

0 0,2 0,4 0,6 ~ 0,8 1,0 

9, 

Fig. 3. Zones de stabilit6 des solutions de type A et C. Type A avec 0'(0) > 0: les courbes limites sont 
les trois courbes 6manant de e - 0 , / z =  1, et de e - - -0 , / t  =9 /4 .  Type A avec 0 ' ( 0 ) < 0  et type C: 1 
courbes limites sont l 'axe p - - 0  et les trois courbes 6manant de e = 0 , / t - - � 8 8  et de e =0.682,  ~ - - 0  

En particulier, la zone d'en bas / t  droite oh e > 0.682 e t / t  < 0 est une zone de stabilit6. 
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Nous donnons ici l'expression explicite de cette fonction. Tout d'abord nous observons 
que ~b~(e) est le terme constant dans le d6veloppement de (r /a)  -3 c o s ( Z v - a M )  en 
s6rie de Fourier en M. Done, pour l'expression de ~,(e) jusqu '& l'ordre de e 7, nous 
avons imm6diatement en employant le d6veloppement donn6 par l'6quation (23) de la 
premiere partie. Nous avons 

~1  (e )  = --  l e  4- ~6 e3 5 5 1 4 3  7 3 8 4  e 1 8 4 3 2  e 
5e2 13 4 35 e 6 ~b2 (e) = 1 2 ~ -  x-~e 288 ' 

qb3 (e )  - - 7 e  123e316 "~- 489e5128 20481763e7 , 

(I)4 (e) = l--iT-e2 116 5e4 + 6048 l'e6 ' 

~5 (e) = 84s e 3 37682527 e 5 + 1 43008457575 e 7 , 

~ 6  ( e )  : 5-1-3i5-3 e4 1 3 8 2 7  e 6 
1 6 0  

(11) 

Pour avoir la formule g6n6rale pour ~b~ (e), il suffit de changer la variable d'int6gration 
dans l'6quation (9) de M and E. Nous avons 

27r 

1 f ( r )  -2 
~0, (e) = 2-re 

0 

cos (2v - aM) dE. (12) 

qS(e) 

2 0 

Solutions num&iques 

Solutions analytiques 

0 

~ = 2  

:5 
5 

-------0,6 0,4 o 

~ : = 1  

Fig. 4. Variat ions de #~(e) ;  pour  •~0, la condit ion de stabilit6 est p # a ( e ) > 0 .  
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La fonction ~ ( e )  est donc le terme constant dans le d6veloppement de (r /a)-2x  
x cos(2v-c~M) en s6rie de Fourier en E. Nous avons donn6 l'expression sous forme 

explicite de ce d6veloppement par l'6quation (41) de la premi&e partie. I1 suffit de tirer 
le terme constant de ce d6veloppement. Pour c~-2, nous avons 

cb2 (e) = 
I oo 

4fl2 3Jo (2e) + Z (k + 1)(2k + 1)(2k + 3) flZkJzk(2e)- 
3e 2 k= 1 

- 2 Z (k + 1) (k  + 2) (2k  + 3) fl2k+ 1j2k+ I (2e) , 
k=O 

(13) 

01.1 f lk  e s t  donn6 par la formule (39) de la premi&e partie. 
Pour le cas de Mercure, e = 3, et nous avons 4 2[ 

4 3 (e) = ~ 12flJo (3e) + 3 (1 - 10//2) J1 (3e) + 

oo 
+ 13 Z (k + 2) (2k  + 3) fl2k X 

k = l  

x [2(k + 1 ) J 2 k ( 3 e ) -  (2k + 5)flJ2k+l (3e)]] .  

D'une  mani&e g6n6rale, pour c~>~ 4, nous avons les expressions 

(14) 

A. 0~ EST UN NOMBRE PAIR 2{ 
�9 ~ (e) = 372 ~ (~ 

( = / 2 ) -  1 

+ 2 
k = l  

(~ /2)  - 2 

2 
k = 0  
oO 

+ 

+ 1) fl= [(oc - 1) Jo (~e) - (oc + 2) ,13Ja (~e)] + 

( ~ -  2 k -  1)(oc - 2k)(~ - 2k + 1) fl~-ZkJ2k (OW) + 

(oc- 2k - 2)(oc - 2k - 1)(oc - 2k) ff~-2k-XJzk+l (o~e) + 

+ y~ (oc + 2k)(oc + 2k + 1)/~+ 2k X 
k = l  

x [(~ + 2k - 1) J2k (~e) - (~ + 2k + 2) flJ2k+l (ae)]}. (15) 

B. ~ EST UN NOMBRE IMPAIR 

�9 ~ ( e )  - -  
2{ 

3e 2 a (a + 1) (a - 1 ) / ~ J o  (ae) + 

+ a [ ( a  - 1 ) ( a  - 2 ) -  (a + 1 ) ( a  + 2) f12] fl=-aj1 (ae) + 
( ~ -  3)/2 

+ y' ( ~ - 2 k ) ( ~ - 2 k - 1 ) / ~ - 2 k - * x  
k = l  

x [(~ -- 2k + 1) flJ2k (~e) + (~ -- 2 k -  2)J2k+, (~e)] + 
O0 

+ ~2 (oc + 2k)(~ + 2k + 1) if'+ 2k X 
k = l  

x [(~ + 2k - 1) J2k (~e) -- (~ + 2k + 2) flJ2k+a (~e)] ~,. 
) 

(16) 
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Sur la Figure 4, les valeurs de ~ ,  (e) calcul6es par les s6ries (11) sont repr6sent6es par des 
petits cercles. On voit que les s6ries donnent une pr6cision tr6s bonne, m~me avec des 
valeurs larges de e. La connaissance de la valeur de cb, (e) est importante parce que, 
par l'6quation (8) on voit imm6diatement que la p6riode des oscillations petites autour 
de la position d'6quilibre q~ =0  est de 

V o  
P = , (17) 

x/1/z45~ (e)[ 

off Po est la p6riode orbitale du satellite. 

3. Courbe de stabilit6 emanant du point e=0.682,  p = 0  

C'est la courbe de r6sonance de l'6quation 
donn6e dans la premi6re partie 

aux variations (7). La solution q~* a 6t6 

off q~l et (#2 sont donn6es par les s6ries (30) et (31) dans la premiere partie. L'6quation 
aux variations (7) a la forme 

d M  2 
+ b (M) ~ = O, (19) 

off b (M) est une fonction p6riodique en M, et de p6riode 2n. 

avec 
b (M) = pbl (M) + p2b 2 (M) + p3b 3 (M) + ..., 

(a) ba ( M ) =  cos ( 2 v -  2M), 

b2 ( M ) =  qo~ (M) sin ( 2 v -  2M),  

- ( M )  

3 
cos (2v - 2M) + 

sin (2v - 2M).  

(20) 

(21) 

En prenant seulement la premi6re harmonique 
tp 2 (M), nous avons pour les fonctions b~ (M) 

dans les solutions pour ~Ol (M) et 

1 3 4  bl (M) = (1 - 5 e 2  + T6e 35 e 6 288 ) + 3e(1 6 1 e 2  73_~ 
2 4  -'F- 5 7 - e  4 

bE (M) = -- 8e 2 (1 

+ 8e 2 (1 

3 ~_e 2 23 _4 

31 e 2 23 _4 

3 9 3 1  e6)2 
1 8 4 3 2  "-F 
3 9 3 1  e6)2 

1 8 4 3 2  COS 2M, 

8oos ) c o s M  2 7 6 4 8  e6 
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5 2 13  4 3 5  e 6 ) ( 1  b 3 ( M ) = - 4 e 2 (  1 2 e + T ~  e 288 
-- 8e 2 (1 31 1e2 + -~e2 3 _4 

X ( l  -- sos  e 2 -l- 124445,e4 
6 9 1 2  

--6e3( 12641- e2 -[- 73-~ e 4 5 7  276488005 e 6) x 

• ( 1  3 1 . e 2  2 3 _ 4  _ 1 + ~--~e:  139312e6) 2 cos M + 
1 3 _ 4  3 5  + 4e 2 [(1 -- 5e2 + -i--~e 2 8  8 e6) (1 

+ 2 (1 3 le2 2 3  _4 3 9 3 1  e 6 
1 6  "ql'- 2-'4 "e 1 8 4 3 2  ) • 

3~.e2 2 3  4 
1 "-[- -~-~-e 

3 9 3 1  e 6) • 
1 8 4 3 2  
m 2 3 7 5 2 4 7 5 e 6  ) 

1 3 2 7 1 0 4  

3 le2 2 3  _4 

3 9 3 1  e6)2m 
1 8 4 3 2  

X (1 5 0 5 e 2 _  1 2 4 4 4 5 e 4  2 3 7 5 2 4 7 5  ) ] c o s 2 M  + 
6 4  6 9 1 2  n 1 3 2 7 1 0 4  e6 

( 6 le2 73 le4 8005 ) x + 6e 3 1 24 + 5 7 6  27648 e6 
• (1 3~.e2 2 3 _ 4  _ _  + 1353�89  o 3M. 

1393h  e6) 2 -~- (22) 

La courbe de stabilit6 est la courbe le long de laquelle la solution de l '6quation (19) 
est purement p6riodique et de m~me p6riode que b (M)  qui est ici 2n. Donc, pour 
obtenir cette courbe limite de stabilit6, il suffit de trouver la solution p6riodique de 
p6riode 2n pour p =0,  et ensuite faire un prolongement analytique de cette solution 
pour des petites valeurs de/z. L'6quation aux variations (19)contient deux param~tres, 
p e t  e. Pour avoir des solutions p6riodiques de p6riode 2n, ces deux param6tres doivent 
satisfaire ~t une relation qui est l '6quation de la courbe de stabilit6. 

Posons 

e = eo + pel + #2e2 + . . . .  (23) 

Le problbme 
s6rie (23) dans les 6quations (22) nous avons 

est donc de calculer les coefficients num6riques e~ .En substituant la 

bi (M) = b,o (eo, M) + pbil (eo, ex, M) + 42bi2 (eo, el, e2, M) + .-.. (24) 

Pour bien comprendre notre m6thode de r6currence, nous remarquons que le coeffi- 
cient ej, j = l , 2 , . . ,  est contenu lin6airement dans la fonction bij(eo,..., e i, M). 
Ce qui fait que, quand eo est connu, les ej seront obtenus par des relations lin6aires 
simples. En employant (24), l '6quation aux variations (19) devient 

~" + ( ~k=l #kck (M)) ~ = 0 '  (25) 

avec les primes repr6sentant des d6riv6es prises par rapport / t  M. Les fonctions Ck (M) 
sont donn6es par 

Ck (M) = bl (k- 1) + b2 ( k - 2 )  -[- " '" ''[- bko . (26) 

D'une mani6re explicite nous avons 

Cl(M) -- (1 

c: (M) = - [5eoel (1 

+ 3el (1 

+ 8e 2 (1 - 

5 e 2  _[_ 1 3 _ 4  7 3 1 4  2 ~--6eo 38Sse6) + 3eo (1 _ 6 1  2 24e0 + 576e0 

13e 2 + ~se~) + 8e 2 (1 - 316e 02 + -~-e023 _4 
2 0  

5 6 0 3 5  6 1S-3e2 + 3-6~5e04 -- 27648e0) cosM + 
3 1 2  2 3 _ 4  3 9 3 1  _ 6 2  

6 eo  -~- 2-4-e:0 - -  1 8 4 3 2  g o )  c o s  2M,  

8005 6) 27648  e c o s M ,  
3 9 3 1  _6 

1 8 4 3 2  erO)2]  _lt." 
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c3 (M) = - [5eoe2 (1 1 3 2  2 eo + 
5e~ 2 

2 
39 2 35_41  (1 - 2 o e o  + ~ - g e 0 ) +  

3 leo2 + 23_4  3 9 3 1  e 6 ) ( 1  9 3e2 + + 16eoe i (1 1 6  "2-4t~0 1 8 4 3 2  1 6  

+ 4e 2 (1 5 2  1 3  ^4 3 5  _6 ~eo + T-aeo 2-s-~eo) (1 
+ 8e 2 (1 

x(1  

31 2 23_4  
1 6 e o  + T~-r 

3 1 2  23_4  3 9 3 1  6)  
1 6  eo 4- -f~-r 1 8 4 3 2  e x 

5 0 5 2  1 2 4 4 4 5 e 4 0  2 3 7 5 2 4 7 5  6 ) ]  
64  e + 6 9 1 2  ~ 1 3 2 7 1 0 4  e 31- 

+ [3e2 (1 18243e2 + 3655e04576 2764856035 e 6) _ 

183eoe2(1 3655e2 + 5 6 0 3 5 0 4 )  
8 2 1 9 6  7 0 2 7 2  e - -  
3 6 1 2  731  4 8 0 0 5  g)  - 6 e  (1 - 24e0 + 576e0 27648 e x 

3 9 3 1  6)2] 
1 8 4 3 2  e c o s M  + 
23_4  3 9 3 1  6)  

+ 2---4e0 - - 1 8 4 3 2  e X 

2 7 5 1 7  6 
- -  1 8 4 3 2 e 0 )  -[-" 

35 e6)(1 - 3 1 2  2 3 _ 4  
2 8 8  16 eo + 2-4-ero 

X ( 1  31 2 2 3 _ 4  
1 6eo  + T~-eo 

+ 4eo [4el (1 3116 e2 

• ( 1 -  9132 115e~ 6eo  + - .. 

5e2 + 13_4 + eo (1 2 -i-6~0 

+ 2eo (1 3 9 3 1  ~6 
1 8 4 3 2 C O )  X 

31 2 23_4  
1 6 e o  + ~-~-eo 

X (1 50645e2 +.[_1269124445 e4 __ 23752132710447 5e6)] cos 2 M  + 

+ 6eo 3 (1 - 6 1  2 8 0 0 5  e6) X 4eo + ~31eo4 2 7 6 4 8  

11245e'~ 2 7 5 1  1 8 4 3 2  7e6) + 
3 9 3 1  6)2 

1 8 4 3 2  e + 

3 9 3 1  _6)2 
18432 t~0  + 

x ( 1 -  3 1 2  2 3 _ 4  3 9 3 1  e6)2 16eo + -~-eo 18432 COS 3M.  (27) 

Nous  cherchons la solution p6riodique de l'6quation (25) sous la forme 

= ~0 -at- /A~l + p 2 ~ 2  + /'/3~3 "~-"" ' (28) 

off les ~ , ( M )  sont des fonctions p6riodiques de M et de p6riode 2n. En substituant cette 
solution dans (25) et en 6galant ~t z6ro les coefficients de m~me puissance de #, nous 
avons le syst6me d'6quations 

~ f t  

0 ---0~ 
I t  

~1 + Cl (M) ~o = O, 

G 
o o l  

o o e  

+ c2 (M) ~0 + Cl (M) ~1 = O, 

+ c3 (M) ~0 + c2 (M) ~1 "lt- C l (M) ~2 

+ ci (M) ~0 +"" + Cl (M) { , -1 = 0. 

= O, (29) 

L'int6gration de la premi6re 6quation donne 

~o ( M ) =  AM + B, (30) 

dfi A et B sont deux constantes d'int6gration. Pour avoir une solution p6riodique nous 
oevons prendre A =0 ,  et en prenant B =  1 nous avons simplement chang6 l'6chelle des 
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amplitudes. Donc 

~ o = 1 .  (31) 

L'6quation en ~1 devient 

I! 

~1 4- Cl ( M ) =  0 ,  ( 3 2 )  

off le coefficient cl (M)  est donn6 par la premi6re 6quation (27). Pour obtenir une 
solution p6riodique de l '6quation (32) il faut choisir le param6tre dans cl (M)  pour 
que le terme constant soit nul. Nous avons donc 

5eoZ 4- 13  ^4 3 5  6 (33) 1 2 T~-eO 2 8 8  e 4 - ' ' '  = O .  

Le premier membre est le d6veloppement de ~2(eo).  Cette 6quation a la racine 

eo =0 .682- . - .  (34) 

Avec cette valeur de eo nous pouvons int6grer l '6quation (32) pour avoir 

~1 (M) = 3eo (1 61 2 7 3 1  4 
24e0 4- 576e0 8 0 0 5  e 6) c o s  M ,  

2 7 6 4 8  (35) 

avec bien entendu 
l '6quation en ~2 

la valeur de eo=0.682. Avec ~o et ~1 nous avons maintenant 

I5eoel (1 1 3 . . 2  _ ~_7~s eo 4) 4- 8e 2 (1 3 le2 4- 2 3 _ 4  0 gO -]- 16 -2--4g0 

? ] le2 4- 731 4 (1 6 0 g ? 0 %  e6 y + 

3 9 3 ,  6)2 
1 8 4 3 2 e  m 

+ 3e1(1 1 8 3  2 3 6 5 5.e04 
2 4  eo + 5 7 6  

5 6 0 3 5e6) cos M 4- 
2 7 6 4 8  

[9~~ 61 2 73  leo4 + - (1 2geo  -at- 576  
.oo  6)2 

2 7 6 4 8  e 4- 

-1 
+ 8eo z (1 - 31 2 23 _4 / COS 2M.  1 6eo 4- T~-e0 399312 e6) 2 ( 36) 

1 

Pour obtenir une solution p6riodique pour ~ 2 ,  il faut et il suffit que le terme constant 
de cette 6quation soit 6gal ~t z6ro. Nous avons donc pour l '6quation en el 

9eo 6 leg _t..731eo 4 5(1 2013 e 2 + zT~se~) e l - -  2 (1 24  5 7 6  
.oo  6)2 

2 7 6 4 8 e  m 

- 8eo (1 3 le20 "[- 2 3 _ 4  3931 6)2 
1 8 4 3 2  e (37) 

Avec la valeur de eo d6j~t calcul6e, nous obtenons 

el = - 0 . 1 1 8 .  (38) 

Ce coefficient repr6sente la pente de la courbe limite de stabilit6 au 
valeur donne une pr6cision remarquable avec l'6chelle employ6e 

point # -  O. La 
pour tracer la 
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Figure  3. Avec cette valeur  de el qui annule  le t e rme constant ,  l ' in tdgrat ion de l 'dqua-  

t ion (36) nous  donne  la so lu t ion  pdr iodique  p o u r  ~2 qui s 'dcrit 

~2 ( M ) =  3e 1 (1 183e224 + 3655e4576 

2 4eo  q- 5 ,7 6eo 

+ 2e2(1 3 1 2  2 3 - 4  
1 6eo + ~-~-eo 

6) 
2 "7648 e COS M + 

 OO e6)  
2 ' 7 6 4 8  "[- 

389k3�89 e 6 )21 cos 2 M .  (39) 

L ' in tdgra t ion  littdrale peut  con t inuer  ainsi inddfiniment.  C o m m e  il est inuti le de 

con t inuer  d 'dcrire les dquat ions  avec les p a r a m & r e s  eo et el qui sont  ddj~t connus ,  nous  

al lons dcrire l 'dquat ion  in ~3 avec des coefficients numdriques .  Tou t  d ' a b o r d  nous  avons  

~ 0 = 1 ,  

1 = 0.1294 cos M, 

~2 = 0.4877 cos M + 0.0775 cos 2 M ,  

(40) 

et p o u r  les coefficients ci(M) 

C l  

r  = 

C 3 - -  

= 0.1294 cos M ,  

- 0.0081 + 0.4877 cos M + 0.3016 cos 2 M ,  

- (2.48667ez - 0.30198) - 

- (4.13304e2 + 0.09629) cos M - 

- 0.31066 cos 2 M + 0.00976 cos 3 M .  

(41) 

En subs t i tuant  dans  l ' dqua t ion  en ~3, nous  avons  

~'3 = - 2.48667e2 + 0.36509 - (4.13304e2 + 0 . 0 7 2 8 1 ) c o s M  - 

- 0.24755 cos 2M + 0.03429 cos 3M = 0.  (42) 

En annu lan t  le t e rme  cons tan t  dans cette dqua t ion  nous  avons  

e 2 = 0 . 1 4 7 .  (43) 

Avec  cette valeur  de e2, l ' in tdgra t ion  de (42) nous  donne  

~ 3  = - -  0.6804 cos M - 0.0619 cos 2 M  + 0.0038 cos 3 M .  (44) 

N o u s  avons  donc  l ' dqua t ion  de la courbe  limite de stabilitd dmanan t  du po in t  e =  0.682, 

p = 0  

e = 0.682 - 0.118# + 0.147# 2 + . . . .  (45) 

Sur la Figure  3, nous  avons  reprdsentd cette so lu t ion  par  une ligne pointillde. 
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4. Courbes limites de stabilit6 pour e ~ 0 

I1 est plus facile d'obtenir les courbes limites de stabilit6 6manant des points de r6so- 
nance sur l 'axe des/~. Ces valeurs de/~ satisfont ~t la relation 

~ - "  (46) 

o~ nest  un nombre entier. La courbe qui part de/~ = 1 est la courbe de bifurcation dont 
les 6quations param6triques approch6es ont 6t6 donn6es par (76) et (77) dans la pre- 
mi6re partie. Avec l'6chelle de la Figure 3, la solution analytique s'accorde tr6s bien 
avec les r6sultats num6riques. Nous allons d6river les 6quations des courbes de r6so- 

9 A cause de la restriction physique nance qui partent des points e = 0,/~ = �88 et e-- 0, # = w- 
de/~, il n 'y a pas d'autre courbes de r6sonance. 

Pour des valeurs assez petites de e, nous employons les solutions p6riodiques (50) 
dans la premi6re partie. Pour 6tudier leur stabilit6 nous 6crivons 

x=x*+~, (47) 

o~ x* est la solution p6riodique consid6r6e et ~ une petite d6viation de cette solution. 
En substituant dans l '6quation (1) dans la premi6re partie et en lin6arisant l '6quation 
obtenue, nous avons l '6quation aux variations 

(1 + e cosy) 
d2~ d~ 

2e sin v -  + (# cos x*) ~ = O. (48) 
dv 2 dv 

L'6quation peut &re mise sous la forme normale par le changement de variable 

Y 
= . (49) 

1 + ecosv  

Nous avons la nouvelle 6quation 

(1 + e cosy) 
d2y 

dv 2 
t- (/z cos x* + e cos v) y = 0. (5o) 

De nouveau, quand x* est remplac6e par son expression analytique (I. 50) nous avons 
une 6quation de Hill. Les courbes de r6sonance, ou courbes limites de stabilit6, sont les 
courbes le long desquelles l '6quation (50) a des solutions purement p6riodiques. Nous 
les obtenons par un prolongement analytique des solutions p6riodiques obtenues avec 
e = 0 ,  ,u=m z, (m=�89 ~2). 

Soit 

/~ = m 2 +/~le  +//2 e2 +/23 e3 + ' " .  (51) 

'16quation de ces courbes dans l'espace (p, e). Les coefficients num6riques #i sont 
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trouver pour rendre les solutions de (50) purement p6riodiques. Avec les 6quations (50) 
dans la premiere partie, l'6quation aux variations (50) s'6crit 

(1 + e cos v) 
d2y 

dv 2 
t- b (e, v) y = O, (52) 

off le coefficient b (e, v) contient les param6tres p~ e ta  la forme d'une s6rie convergente 

en  e 
oO 

b (e, v) = E e'b, (v). (53) 
i= 0  

Les b~(v) sont des fonctions p6riodiques en v, de p6riode 2ft. En plus, le coefficient #~ 
que nous voulons calculer ne se figure que dans les coefficients b~ (v) et suivants et de 
faqon qu'il est possible de le d6terminer successivement. 

D'une mani~re explicite, nous avons jusqu'/t b4 (v) 

bo = / , / , 1 2  

ba = #x + cos v, 
4m 2 4m 2 

b 2 = 1 2 2 - ( m  2 _  1) 2-1- 

4(m 2 + 1) 

(m 2 -- 1)2 
cos 2v, 

b3 =/ . /3  + (m 2 -- 1)3 #1 -- 

4 ( m 2  + 1) 
(m 2 - -  1)3 ~1 COS 2V + 

b4 =/~4 - 

12m 2 

(m 2 _ 1)2 (/?/2 __ 4)  

12m z 

(m 2 - 1) 2 (m 2 - 4) 2 

+ 

m 

9m 2 4m 2 (3m 2 + 1) 

(m E - 1)5 

+ 2 ) / ~ 2  _ ( m  2 _ 1)  ( m  2 + 1) ]'/2] 4 [ ( m  2 

(m 2 -- 1)4 

24 ( rn~~ 2m2 - 2) 
cos , . ,+  

F4mZ_(3m2 + 1) 4m 2 ( l l m  4 -- 

+ L ( l )  ' - ( - 1) 4 ( m2  

-- 1) 2 (//l 2 -  4)  

COS/3 - -  

4[ (m 2 
+ 

+ 

23m 2 + 24) 

+ 2) #2 _ ( / , ? / 2  _ _  1)(m 2 

(m 2 -- 1)4 

24 (m 4 -- 2m 2 

(m 2 -  1) 3 (m z 
-2) 
_ 4)2 Pl  COS 3v + 

cos 3v, 

- 4 )  ( m  2 - 9 )  
+ 

+ 1) #211 cos 2v - 

I 9m 2 4m 2 ( l l m  4 - 23m 2 + 24) ] 
+ (m 2 -- 1)2 (m 2 _ 4)2 + (m 2 _ 1)4 (m 2 _ 4) (m 2 - 9) cos 4v.  

(54) 

Quoiqu'il est possible de retenir le parambtre m 2, et ensuite de d6river l'expression 
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g6n6rale p o u r  les courbes  de stabilit6, il est plus simple d 'effectuer  les in t6grat ions  

successives avec des valeurs sp6cifi6es de m 2 qui sont  ici m 2 =  4 -Let  m 2 9 ---~-. 

Avec m 2 = � 8 8  n o u s  avons  p o u r  les coefficients bi(v)  

bo = � 8 8  

bl = ]/1 + c o s y ,  

b2 = ] /2  1 6 71_. 1___~ 9 COS 2v 

b3 = ]/3 3 20  6 4  3 2 9 . ] /  6 4  2 7 ]/1 "[- x3- cos v + 1 cos 2v 4 5 cos 3v , (55) 

b 4  - ] /4  + 4 3 0 7 2  
6 0 7 5  

2 5 6 . ] / 2  3 2 0  
9 27 ] / ' / 2  + 

+ 66_5.56.] / [ 2  5 6 2 3 2 0  i COSY -Jr- ~ , ~ ] / 1  .at_ 27 ]/2 
3 9 1 1 6 8 )  
4 2 5 2 5 COS 2v - 

6 6 5 6  
6 7 5  ]11 cos3v + 

2 9 8 8 8  A,, 1 4 1 7 5  COS"r t / .  

N o u s  cherchons  la solut ion p6r iodique  de (52) sous la fo rme 

O0 

Y =  E e 'y i (v) ,  
i=0  

(56) 

off les Yi (v) sont  des fonct ions  p6r iodiques  en v e t  de p6r iode 2g/m. En subs t i tuant  (56) 

d ans  (52) et en 6galant  les coefficients de m~me puissance en e nous  avons  

f t  

Yo + boYo = 0,  
t t  t l  

Yl + boy~ + Yo cos v + 
f f  f f  

Y2 + boY2 + Yl cosy  + 
f f  f f  

Y3 + boY3 + Y2 cos v + b3Yo + b2yl + bly2 = O, 
f f  f f  

Y4 + boy4 + Y3 c o s  v --I- b4Yo + b3Yl -1- b2Y2 + blY3 - 0 ,  

l e o  

f t  I t  

Yi + boyi + Yi-a cos v + biy o + b i_ lYl + "'" + b l y i -1  -- O. 

blyo = 0,  

bzy o + b l y  I = O, 

(57) 

L ' in t6gra t ion  de la premi6re  6qua t ion  d o n n e  

V V 
Yo (v) = A c o s -  + B s i n - .  (58) 

2 2 

En p r e n a n t  A = 1, B = 0  nous  p o u v o n s  g6n6rer la premi6re  solut ion p6r iodique  fonda-  

menta le  de l ' 6qua t ion  (52). D o n c  

V 
Yo = c o s - .  (59) 

2 

Avec cette valeur  de Yo, l ' 6qua t ion  en Yl s '6crit  

,, v 3v 
Yl + �88 + (]/1 + -~) cos - + -~ c o s - -  = 0.  (60) 

2 2 

P o u r  obteni r  une solut ion p6r iodique de cette equa t ion  nous  devons  annule r  le coeffi- 
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cient de cos v/2. Donc, il faut prendre 

#1 -- - ~-. (61) 

Nous pouvons adopter la convention que le coefficient du terme cos v/2 dans la solution 
(56) est l'unit6. Donc dans les int6grations suivantes, il suffit d'6valuer les int6grales 
particuli~res pour les 6quations en Yi. Avec Pl donn6 par (61), nous int6grons (60) 
pour obtenir 

3 Yl - 16  c o s  
3/) 

�9 (62) 
2 

Avec les fonctions trouv6es, l'6quation en Y2 devient 

l !  

Y2 § �88 
v 3v 5v 

-It- (]'/2 2 1 8 3 ) C O S - -  "it" 9 4 3  1 1 5 2  115 2 COS-- § 8"1"892 COS = 0. (63) 
2 2 2 

Comme avant, il faut annuler le coefficient de cos v/2. Donc 

2 1 8 3  
~ 2  ~ 1 1 5 2 ,  (64) 

et la solution obtenue pour Y2 est de 

Y2 = 9 r  cos - - -  
3v 5v 

8 8 9  
]- 6 9 1 2  C O S - -  

2 2 
(65) 

I1 est inutile de continuer ainsi la 
Pour la courbe de stabilit6 

discussion et nous donnons le r6sultat suivant. 

1 4 6 6 9 2 1  # = 4 -~e § 2~ss32e2 - 9 2 1 6 0  e3 § 1 6 2 4 6 9 9 o 3 e 4  
7 9 6 2 6 2 4  (66) 

Le long de cette courbe, la 
~t un coefficient pros, est de 

solution p6riodique paire de l'6quation aux variations, 

v__ t 3e 3v e2 ( 3v 5v) 
y = cos cos [" " ? r  4 COS ~ 6"88.1-92 COS - -  

2 ~ 2 - -  

_ e3(6o83 3 By 2 4 8 6 3  513 27097 7 ; )  
6 1 4 4 0  C O S - -  -~- 4 6 0 8 0  C O S - -  -~- 3 6 8 6 4 0  COS 

2 2 
+ . . . .  (67) 

L'6quation (66)correspond/t la branche inf6rieure de la courbe de r6sonance. Pour 
obtenir l'6quation de la branche sup6rieure, nous cherchons la solution p6riodique 
impaire de (52), en sinus des multiples de v/2. Par la m~me m6thode, nous obtenons 

# = l § 2 4 7  218.~e2 § 4 6 6 9 2 1 . e 3  1 6 2 4 6 9 9 0 3 . e 4  
1 1 5  9 2 1 6 0  -11- 7 9 6 2 6 2 4  "it" " '" �9 (68) 

La solution p6riodique le long de cette courbe est de 

y=sin_V_t 3e 3v e2 ( 3v 5v) 2 ~ sin ~ 9434 sin ~ 688192 sin - 

_ e 3 ( 6 0 8 3 3  sin 3v . . . .  2 4 8 6 3  sin 5v_ 27097 s in7 ; )  
6 1 4 4 0  2 4 6 0 8 0  2 t" 3 6 8 6 4 0  §  (69) 
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.._9 Pour la courbe de stabilit6 6manant du point e=0 , /2  z-, nous prenons m2= 
coefficients b,(/)) deviennent 

9-- Les 4" 

b o  _ _ 9  

bl =/21 + cosy, 
b2 = P2 �89 + 

ba = + 18 3 + 

b 4  = [24 - -  1 5 3 1 2 5  

1 4 4  O,,, 2 5 COS z..t,,, 

4 1 4 7 7 7 6  

1 7 2 8  8 3 2  1 7 2 8  (70) 1 7 5  c o s / ) m  12 /21 c O S 2 / )  1 7 5  c o s 3 / ) ~  

_ + 

3.532.8./2 3 0 9 2 4 8  
1 COSt) + [" 2 1 8 7 5  

_.]_ 3.5.1.32_5_8./2 3 9 6 6 0 8  1 COS3/)  "JI- 3 0 6 2 5  

+ 

cos 4v. 

81232/22] COS 2v + 

En op6rant de la m~me mani6re, nous avons l '6quation de la courbe de stabilit6 

12 - -  9 _it_ 3 3 4 8 9 e 2  _1_ ~6_48 3Z3e3 7 1 0 o 2 9 9 2 7 7 1 e 4  
6 4 0 0  - -  - -  4 0 1 4 0 8 0 0 0 0 0  -[- "'" " (71) 

Le long de la branche sup6rieure de la courbe, nous avons la solution 

y -- cos - -  - 3/)5e(/)  ~ )e2(  /) 72) 2 t- i6 cos~ 1 cos - -~�88 cos~ 2_~o_~_~ cos - - 

e3 ( 2 6 9 5 4 3 7  /) 5/) 9 ; )  (72) 1 4 3 3 6 0 0  C O S - m  5 8 3 3 0 7 1  1 1 5 2 9 1  2 5734400 cos--2 + 286720 cos - ~ - " ' .  

En prenant la branche inf6rieure, nous avons la solution p6riodique impaire 

3v 5e( v 5;) e2 ( v+ 7v) 
y = sin ~ t- ~ sin~. 1 sin + 959~ sin2 ~1o~_~ sin - 

( e 3 2695437 sin v . . . .  5833071 sin t- 115291 sin 
1 4 3 3 6 0 0  2 5 7 3 4 4 0 0  2 2 8 6 7 2 0  + . . . .  (73) 

Les courbes de stabilit6 obtenues avec les solutions analytiques (66), (68) et (71) 
sont dessin6es en lignes pointill6es sur la Figure 3. A cause de la forme compliqu6e de 
la courbe issue du point e=0, /2  =�88 les solutions sont en agr6ment avec les solutions 
num6riques seulement pour des valeurs petites de e, surtout pour la branche sup6rieure 
de la courbe. Pour la branche inf6rieure, jusqu'/t la valeur de e=0.2,  en prenant la 
s6rie (66), les valeurs obtenues s'accordent tr6s bien avec les valeurs obtenues num6ri- 
quement. Apr6s cette valeur, les courbes obtenues analytiquement et num6riquement 
s'6cartent quoique l'allure g6n6rale de la courbe obtenue analytiquement est correcte. 
D'autre part, si l 'on prend seulement la s6rie (66) jusqu'/t l 'ordre de e 3, le r6sultat est 
satisfaisant jusqu'~t la valeur de e=0.5.  Ce qui donne ~t penser que la s6rie obtenue est 
divergente pour des valeurs assez larges de l'excentricit6. En prenant la s6rie (66), si l 'on 
calcule la valeur de e pour que les termes du troisi6me et du quatri6me ordre s'annulent 
l 'un l 'autre,on trouve e~0.24. 

Nous observons aussi que la partie haute de la courbe de stabilit6 6manant du point 
e=0 ,  /z=�88 correspond/ t  des valeurs de/2 plus grandes que 1. Donc, pour obtenir 
l '6quation approch6e de cette partie de la courbe, il faut utiliser les solutions p6riodi- 



LES SOLUTIONS PI~RIODIQUES DU MOUVEMENT PLAN DE LIBRATION DES SATELLITES 403 

ques de type C, c'est/~ dire les solutions (59) dans la premiere partie avec des valeurs 
n6gatives pour e. 

Pour la courbe de stabilit6 6manant du point e - 0 ,  p = 9, la solution analytique (71) 
donne des r6sultats tr6s pr6cis jusqu'/t la valeur l imite/z--3 du param6tre d'inertie. 

I1 est aussi utile de mentionner que Beletskii a donn6 dans son ouvrage (1966) les 
solutions 

# = �88 _+ ~-e, (74) 

pour la courbe de stabilit6 issue du point e - 0 ,  # = �88 et 

,/2 - -  9 _[_ 1 2 2 7 e 2  ~ 7 4 8 5 3 e 3  
2 0 0  - -  5 1 2 0 0  ' (75) 

pour la courbe issue du point e = 0 ,  # = 9 .  I1 a obtenu ces r6sultats par la m6thode 
asymptotique. En retenant seulement le troisi~me ordre en e dans notre s6rie (71) on 
peut v6rifier que, d6j/t, elle donne un r6sultat meilleur que la s6rie (75) de Beletskii. 
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