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Ober die gleichzeitige Wirkung 
yon  gekreuzten homogenen  elektrischen und magne-  

t ischen Fe ldern  auf das Wasserstoffatom. L 

Von 0 s k a r  Klein  in Ann Arbon (Michigan). 

(Eingegangen am 23. Jauuar 192~.) 

E i n l e i t u n g .  Die Frage nach der gleiehzeitigen Wirkung eines 
homogenen elektrisehen and eines homogenen magnetisehen Feldes 
auf das Wasserstoffatom, deren Richtungen einen beliebigen Winke] 
miteinander bilden, ist von mehreren Seiten diskutiert worden 1). 
WKhrend jedes Feld ffir sieh, wenn man die kleinen yon der Rela- 
tivit~tstheorie geforderten Abweiehungen yon den Gesetzen der ge- 
w6hnliehen Mechanik vernaehl~issigt, in erster Annfiherung rein perio- 
dische s~kulare St6rungen in tier Bewegung des Elektrons hervorruft, 
sehien die entspreehende Bewegung bei tier Anwesenheit beider Felder 
yon komplizierterer Beschaffenheit zu sein. Es lag sogar nahe~ zu 
vermuten, dal~ diese St6rungen einen v611ig unperiodisehen Charakter 
besitzen, was naeh den Prinzipien der Quantentheorie zur Folge haben 
wiirde, dal~ keine wohldefinierten station~ren Zustande vorhanden sein 
k6nnten0.  E p s t e i n  hat jedoeh angegeben~), dab es ihm gelungen 
ist, mit Hilfe der Methoden der St6rungsrechnung zu beweisen, dab 
aueh die fragliehen StSrungen von mehrfach periodischem Charakter 
sind, und nenerdings hat er eine kurze Mitteilung fiber seine Resultate 
ver6ffentliehtS). Zu demselben Resultat ist neulieh H a l p e r n  ~) ge- 
kommen,  cIer die L6sung des Problems als eine unendliehe Reihe 
darstellt, deren Konvergenz er behauptet. Wie im folgenden gezeigt 
wird, kann man jedoeh in sehr einfaeher Weise die L6sung des 
Problems in der yon E p s t e i n  angegebenen gesehlossenen Form er- 
halten, wodureh gleiehzeitig der Charakier der Bewegung deutlicher 
zum Vorsehein kommt. Die hierbei benutzte Methode entsprieht der- 
jenigen, die B o h r  zur Berechnnng des Starkeffekts angewandt 0 hat 

1) N. Bohr, On the quantum theory of line spectra, Part II, S. 93 Det 
Kgl. Danske u Selsk. Skr. 8. Raekke IV, 1. Deutsche Ubersetzung im Verlag 
Friedr. Vieweg & Sohn Akt.-Ges. 1922. Siehe auch ~I, BOrn und W. Pauli ,  
ZS. f. Phys. 10, 137, 1922. 

'~) P. Epstein,  Z.S.f. Phys. 8, 319, 1922. 
3) p. Epstein,  Phys. Rev. 22, 202, 1923. 
4) O. Halpern ,  ebenda 18, 287, 1923. 
5) :N. Bohr, 1. c., S. 71 ; deutsche Ubersetzung S. 101. 
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und die bekanntlich in tiberaus einfacher und seh6nor Weise diese 
Erseheinung zu bereohnen gestattet. 

Die folgende Mitteilung enth~ilt die Beroehnung der s~kularen 
St6rungen und die daraus folgende Bestimmung der station~iren Zn- 
st~ind~ bei dem in Frage stehenden System. In einigen weiteren 
Noten,  die ich hoffe bald verSffentliohen zu k6nnen, werden einige 
Betraehtungen fiber das Verhalten des Systems bei adiabatischen 
Veranderungen der ~ul~eren Folder, fiber die Intensitiiten und Pola- 
risationen der betreffenden Spektrallinien, samt der Behandlung einiger 
weiterer F~lle mittels einer ~hnliehen Methode mitgeteilt. 

w 1. Die  s ~ k u l a r e n  S t 6 r u n g e n .  Wir betrachten ein Atom- 
system, das aus einem ruhenden Kern (unendliohe Masse) mit der 
Ladung Ne und einem Elektron von der Masse m und der Ladung 
- - e  besteht. Auf dieses Atom wirke ein homogenes elektrisehes 
und ein homogenes magnetisehes Fold, deren ]ntensit~ten durch die 
beiden Vektoren ~ und ~ reprasentiert werden m6gen. Diese Inten- 
sit~iten nehmen wit so groB an, dal~ die Relativit~itsmodifikationen 
vernachliissigt werden k6nnen. Um die s~kularen St6rungen in der 
sonst rein periodischen Bewegung des Elektrons um den Kern zu 
bereehnen, welehe yon den ~ui3eren Kraftfeldern hervorgerufen werden, 
bedienen wir uns nieht der kanonisehen St6rungsgleichungen, sondern 
seh]agen den folgendon direkten Weg ein. Es m6ge ~ den vom Kern 
zum Elektron gezogenen Radiusvektor bezeichnen. Die Bewegungs- 
gleiehungen ffir das Elcktron k6nnen dann in die folgende Vektot- 
gleichung zusammengefaBt werden: 

d ~  l e [ d~] 
m d t  ~ ----- N e ~ g r a d ~ - - e ~ - [ -  e gp dt ' (1) 

we i r[ die absolute Gr61~e des Vektors r bezeiehnet, m~d e die Lieht- 
gesehwindigkeit bedeutet. 

Aus dieser Gleiehnng wollen wir die Gleiehungen fiir die dureh 
die iiul3eren Folder bewirkten s~ikularen St6rungen in der ersten An- 
niiherung ableiten, d. h. unter Vernaehl~issigung yon Gliedern h6heror 
Ordnung als die erste in .den Feldstiirken. Dies ist natiirlich nur 
dann berechtigt,  wenn das zweite and dritte Glied auf der reehten 
Seite der Gleiehung (1) im Vergleieh zu dem ersten Glied sehr klein 
sind. Bekanntlieh ist dies wegen tier Kleinheit der Elektronenbahn 
bis zu sehr grol~en Werten der Feldst~rken der Fa l l .  

In der ungest6rten Bewegung unseres Systems treten,  da die 
Anzahl yon Freiheitsgraden 3 ist, sechs unabh~ingige Integrations- 
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konstanten auf. Das Problem der St6rungsreehnung besteht darin, 
die Abh~ingigkeit dieser Konsl;anten (d. h. derjenigen Funktionen der 
Lage und der Geschwindigkeitskomponenten, die bei der ungest6rten 
Bewegung yon der Zeit unabh~ngig s~nd) v o n d e r  Zeit in der ge- 
st.6rten Bewegung zu bestimmen. Als solehe Integrationskonstanten 
w~ihlen wir erstens den Vektor, der das Winkelmoment des Elektrons 
um den Kern repr~isentiert (drei Gr61~en). Zweitens w~ihlen wir hierzu 
den yon dem Kern zu dem sogenannten elektrischen Schwerpunkt der 
Elektronenbahn gezogenen Vektor, der zu dem vorigen Vektor immer 
senkrecht ist (zwei weitere Gr6$en). Als sechste Integrationskonstante 
k6nnen wit eine Gr6Be w~hlen, die die absolute Phase der Bewegung 
bestimmt. Diese ist ffir das Folgende unwesentlieh. 

Um die Abhiingigkeit des Winkelmoments yon der Zeit zu be- 
stimmen, mul~iplizieren wit beide Seiten der G]eichung (1) vektoriell 

1 
m i t r  nnd erhalten so, da grad (~! dieselbe Richtung wie r hat: 

m~ d{J e r, �9 = d~  " ( 2 )  

I)a die finke Seito dieser Gleiehung eben den Differenti,~lquotienten 
des Winkelmoments naeh der Zeit vorstellt, sprieht dieselbe die be- 
kannte Beziehung zwisehen dor .~nderung des Winkehnomen~s und 
den Drehungsmomenten der Kr~if~e aus. 

Um zu den s~kularen Ver~inderungen des Winkelmoments zu 
gelangen, bilden wir den Mittelwert der Gleichung (2) fiber die Zeit 
eines Umlaufes des Elektrons in seiner nahezu geschlossenen Bahn. 
Hierbei k6nnen wir auf der reehten Seite ffir r u n d  dr dt  die zu 
der oskulierenden Keplerbewegung zu der Zeit t geh6renden Funk- 
tionen der Zeit eins0tzen, da dies nut Fehler hSherer Ordnung be- 
wirkt. Auf der linken Seite der Gleichung erhalten wir durch diese 
Mittelwertbildung den mittleren Differentialquotienten des Winkel- 
moments nach der Zeik Dieser mittlere Differentialquotient ist nun 
gleieh dem Differentialquotienten naeh der Zeit yon dam Mittelwert 
des Winkelmoments fiber einen Umlauf. Nennen wit dieses mittlere 
Winkelmoment, das nun ausschliei~lich siikularen St6rungen unter- 
worfen ist, ~,  so wird also die linke Seite der Gleichung gleich 
dWdt. 

Es m6ge ~ den iihnlieh wie ~ definierten mittleren Vektor zu 
dem elektrischen Sehwerpnnkt fill' die Zeit t bodeuton. Unter Ver- 
nachl~ssigung yon Gr66en h6herer Ordnung k6nnen wir dann fiir das 
erste Glied reehter Hand einfaeh e [ ~ ]  sehreiben. 



112 Oskar Klein, 

Was das zweite Glied anbelang~, bemerken wir, dab wir wegen 
der Identit~it 

schreiben k6nnen : 

[,I0,Jl. 
Bei Mittelwertbildung fMlt nun offenbar das zweite Glied der rechten 
Seite weg, so daft wir aus (2) schliefilich die folgcnde Gleichung be- 
kommen: 

d %  e - -  + (3) 

Die Bedeutung dieser Gleichung ist sehr einfaeh. W~ihrend das erste 
Glied der rechten Seite offenbar das Drehungsmoment bedeutet, welches 
das elektr:sche Feld auf ein im elektrischen Schwerpunkt der Bahn 
befindliches Elektron ausiiben wiirde, entspricht das zweite Glied genau 
dem wohlbekannten L a r m o r s c h e n  Satz. Dieses Glied bezeiehnet n~im- 
tich die J(nderung in der Zeiteinheit des Winkelmomentvcktors fiir 
den Fall, da~ dioser Vektor urn das Magnett~eld als Aehse eine einfaehe 

e I~1 ausfiihrt. Prfizessionsbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit  ~ c  

Zur Bestimmung der s~ikularen St6rungen in don Gr6Ben ~ und 
liefert nns (3) nut drei Gleiehungen. Die drei fehlendea Gloichungen 
k0nnen wit in der folgenden Weise finden. Auf Grund der bekannten 
Eigenschaften der Keplerbewegung lassen sieh die absoluten Betdigo 
der Voktoren ~ und ~ folgendermal~en darst~llen: 

i'~ = ~ 1 - - #  ( 2 g m a  2 co), |  

3 j 

wo ~, 2a  und eo die Exzentrizitiit, die gro~e Aehse and die Uml~uf- 
frequenz der oskulierenden Keplerbewegung bedeuten. Von diesen 
GrSBen sind a und o, die nur yon der Totalonergie der oskulierenden 
Keplerbewegung abh~ingen, im Gegensatz zu ~ frei yon siikularen 
St6rungen. Eliminiert man ~ aus den Gleiehungen (4), so erh~ilt man 
also eine yon der Zeit unabhiingige Beziohung zwisehen !~l und {~1, 
n~mlich : 

we zur Abkiirzung: 
g - -  3 (6) 

4 :g m aeo 
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gesetzt wurde. Diese Beziehnng gibt uns eine von den notwendigen 
Gleiehungen. 

Da ~ uud ~ immer zueinaudor senkrecht sein mfissen, erhMten 
wir welter die folgende Beziehung: 

( ~ )  = 0. (7) 

Nach eiuem bekannten stSrungstheoretischen Satz mu$ der Mittel- 
wert des Beitrages der stSrenden Kdifte zu der Energiefunktion, 
genommen fiber einen Umlauf, unter Vernachl~ssigung kleiuer Gr5$en 
h(iherer Ordnung als die erste in dem Verh~ltnis der stSrenden 
Kr~fte zu den urspriinglich anwesenden Kr~ften in der Zeit konstant 
sein i). Diese mittlere Energiefunktion der stSrenden Kr~fte ist in 
unserem Falle gegeben dutch ~): 

e 

---- e (~ ~) + ~-;,~ (,9 ~). ( s )  

Unsere seehste Gleichung lautet deshalb: 

~p -~- konst. (9) 

Wir woUen nun aus unseren seehs Gleichungen einen der Formel (3) 
entsprechenden Ausdruek fiir d~/dt ableiten. Sehreiben wir zur Ab- 
kfirzung 

~t = d ~  ~, 2-'ice [0r 

so folgen durch skalare Multiplikation yon (3) bzw. mit ~r .')r und $), 
und naehherigem Vergleich mit den Beziehungen, die bzw. aus (5), 
(7) und (8) durch Differentiation nach der Zeit entstehen, die drei 
Gleiehungen 

(~9J~) ~- (~3OJ~) ~--- ( ~ )  = 0. (10) 

Da nun im allgemeinen die drei Vektoren ~ ,  ~3 und @ weder 
versehwinden, noeh alle in einer Ebene liegen, mug der Vektor 9)t 
im allgemeinen selbst gleieh Null sein. Aus Kontinuitiitsgriinden 
mfissen wir erwarten, dab dies aueh in den eben erwiihnten Aus- 
nahmefallen zutriffts). Wir gelangen deshalb zu der folgenden 
Gleiehung ffir d~/dt: 

_ _  e 

1) N. B o h r ,  1. c., Part  II, S. 46, deutsche Ausgabo S. 65. 
~) N. B o h r ,  ebenda, S. 91, deutsche Ausgabe S. 130. 
8) Wie  w i t  in der n~chsten ~ i t t e i l u n g  sehen werden,  i s t  im Fal le  ~ ~ 0 

eine gewisse Vorsicht nSt ig ,  w e n n  cs g i l t ,  die Yer~nderungen in ~ bei dem 
adiabatisehen A n w a c h s e n  eines Magnetfeldes zu besahreiben. 

Zeitachrift fiir I~hysik. Bd. X X I I .  
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Die Form dieser Gleiehung ist, wie man sieht~ derjenigen" von (3) 
sehr ~thnlieh. In dem Grenzfall ~ = 0 fiihrt sit auf eine Beziehung, 
die B o h r  in etwas anderer Form bei seiner oben erwKhnten Bereeh- 
hung der Wirkung eines homogenen elektrisehen Feldes anf das 
Wasserstoffatom abgeleitet hat1). Fiir ~ = 0 kommen wit wieder 
auf eine dem Satz yon L n r m o r  entspreehende Gleiehung. 

Die Integration der Gleiehnngen (3) and (11), die wir nun aus- 
fiihren wollen, wird sehr vereinfzcht, wenn wit dm'eh folgende Sub- 
stitutionen ~ ,  ~ ,  ~ und ~ dutch gewisse neue Vektoren 11, ~ 92 
und ~ ersetzen 2): 

(12) 

(13) 

Wir multiplizieren jetzt die Gleiehung (3) mit K und addieren sic 
zu (11). Dies ergibt: 

dlI 
d i=  [92U]. (14a) 

Dutch entsprechende Subtraktion erhalten wit: 

d ~  
at  = ( 1 4 b )  

Die Bedeutung diesor Gleiehungen ist iiberaus einfaeh. Wie man 
sieht, folgt aus ihnen, dal] jedor der Vektoren 1I und ~ unter Bei- 
behaltung seiner GrSl]e eine einfache Priizessionsbewegung mit kon- 
stanter Winkelgesehwindigkeit ansfiihrt. Hierbei pr~tzessiert 11 mit 
der Winkelgesehwindigkeit 192! um 92 als Aehse, ~ mit der Winkel- 
geschwindigkeit l~l um ~ als Achse. Hiermit sind naeh (12) aueh 
die s~ikularen Ver~nderungen yon ~ und ~ vSllig bestimmt. Um die 
Natur dieses Resultates n~iher kennenzulernen, wollon wit die Grenz- 
fiille ~ = 0 und ~ = 0 betraehten. Im ersten Falle haben wir: 

e 

Der Vektor reehter Hand ist nun einfaeh der zu dem Zeeman- 
effekt gehSrende Pr~izessionsvektor, d .h .  seine GrSl~e ist gleieh der 

~) ~. B o h r ,  1. e., Par t  II, 8. 72, deutsche Ausgabe S. 102. 
2) ~Wegen der Veransehaulichung der Vektoren ]2 und ~ sei erwiihnt,  daft, 

wiihrend der absolute Wert  yon ~ gleich a/~,a ist, der absolute Wert  yon K ~  
gleieh a/~ b ist, we 2 b die kleine Achse der Ellipsenbahn bedeutet. 
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Winkelgeschwindigkeit dor Priizession, und seine Richtung gibt die 
Richtung clef Pr~zessionsachse an. In diesem Falle ffihren beide 
Vektoren 11 und !~ einfache Prazessionsbewegungen um die Richtung 
des Magnetfoldes aus, was nach (12) zu dem L a r m o r s c h e n  Satze 
fiihrt. Fiir den zweiten Grenzfall bekommen wir" 

~ e k e ,  

- ~  - -  e k e .  

In diesem Falle ffihrt deshalb 1~I eine Pr~izessionsbewegung mit 
der Winkelgeschwindigkeit e K ~ i  um die Richtung des elektrisehen 
Feldes im positiven Sinne aus. ~B fiihrt dieselbe Bewegung im nega- 
tiven Sinne aus. Da nun nach (13) 1I und ~ als Komponenten yon 
aufgefal3t werden k6nnen, folgt hieraus, dab der Endpunkt von 
iu einer festen, senkrecht zur Feldrichtung liegenden Ebene eine 
harmonische Ellipsenbewegang ausfiihrt, das wohlbekannte Resultat 
fiir die Bewegung im Starkeffekt. 

Im allgemeinen Fall nun setzt sich nach (13) die Pr~izessions- 
bewegung der Vektoren 1I und ~ aus den genannten speziellen Prii~ 
zessionsbewegungen in eben der Weise zusammen, wie eine Rotations- 
bewegung eines starren K6rpers ans zwei Rotationsbewegungen. 

w Die  s t a t i o n a r e u  Zus tSnde .  Indem also das Problem 
der s~ikularen St6rangen erledigt ist, kSnnen wit nach den Prinzipien 
der Quantentheorie gewisse Aussagen fiber die Energiewerte der 
m6gliehen station~iren Zustiinde unseres Systems machen. Suchen 
wit zu diesem Zweck zuerst diejenigen Gr61]en auf, die wiihrend der 
gestSrten Bewegung konstant bleibeu. Diese sind erstens die mittlere 
Energie der oskulierenden Keplerbewegung and eine Gr6Be, welche 
die absolute Phase der Bewegung bestimmt, zweitens die vier fiir 
die sakularen StSrungen eharakteristischen Konstanten. Solehe vier 
Konstanten k6nnen wir leicht finden. Wie man sofort einsieht, sind 
n•mlieh die Projektionen der Vektoren 1I nnd ~ auf ?I bzw. !~, d. h. 

(U ~)  (~ ~)  
die Gr61~en i ~  und - -~-  - konstant. Zwei weitere, fiir den Charakter 

der station~iren Zustande jedoch unwesentliche Konstanten bestimmen 
die Phasen der beiden Pfiizessionsbewegungen. 

Als erste tier die station~iren Zust~nde eharakterisierenden Gr61]en 
w~hlen wir naturgem~l~ die gew6hnliche zur mittleren Energie der 
Keplerbewegung gehSrende Gr61]e ~ Da die s~kularen StSrungen 
zwei unabh~ingige Frequenzen enthalten, mfissen noeh zwei solehe 

(11 ~) ($ ~) 
Gr61]en vorhanden sein, die Funktionen yon !~ii ~ und ~!D! und 

8" 
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mSglieherweise yon I sein miissen. Zwischen den Anderungen dieser 
GrSl]en, die wit mit I1 und I s bezeichnen wollen, und der Anderung 
der GrSBe $ mul~ bekauntlieh, wenn I konstant gehalten wird, die 
folgende Beziehung bestehen 1): 

~ =col ~I1 § cos~/s, (15) 

we to 1 und co S die Grundfrequenzen der s~ikularen StSrungen bedeuten. 
Fiir diese Gr6Ben wRhlen wir die Frequenzen der soeben beschrie- 
benen Pr~izessionsbewegungen. Wir haben dann: 

2='  (16) 

e% - -  2~  

Da diese Gr6flen yon dem Bewegungszustand des Systems unabh~in- 
gige Konstanten sind, kSnnen wir die Beziehung (15) integrieren. 
Den Nullpunkt der GrSl~en /1 und Is setzen wir dabei willkfirlieh so 
feat, dab die hierbei auftretende Integrationskonstante gleieh Null 
wird. Wit  erhalten dann: 

= ~1I, + cosls. (17) 

Aus (8), (12) und (13)fo lg t  welter: 

, = ( ~ n ) -  ( ~ ) .  (is) 
K 

Wir orfiillen beide Beziehungen, wenn wir die Gr6Ben I in der 
fo|genden Weise bestimmen: 

K i 2 !  ' (19) 
2 = ( ~ )  

- , s = -  - 

Diese GrSflon sind also gleich den mit 2~/K multiplizierten Pro- 
jektionen yon 1I auf ~ und von ~ auf - - !8 .  

Aus den Gleiehungen (19) k6nnen wit leieht die Grenzen be- 
stimmen~ innerhalb deren die Gr6Ben I 1 und I s liegen miissen~ da 
die absoluten Werte der genannten Projektionen h6chstens gleich den 
absoluten Betr~gen der Vektoren selbst sein k6nnen. Diese finden wit 
aber mit Hilfe yon (5) nnd (12). Da ( ~ )  ~--- 0, ergibt sieh einfaeh 

3a  
lUl =" I~[ = 2 - "  (20) 

1) N. Bohr, 1. c., Pal~t 1I, S. 52, deutsche Ausgabe S. 72. 
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Der grSl~te numerische Wer t  jeder der GrSl]en I 1 und I2 ist also 
2 ~  3 a  

gleieh K "-4 ' oder auf Grund yon (6) des bekannten Zusammen- 

hanges zwischen a, eo und I gleieh '/~ Z Es ist von Interesse, die i 
Bewegung in diesen extremen Fiillen zu studierdn. Da hier offenbar 
H mit 9~ und ~3 mit ~ parallel ist, sieht man aus (14), dab sowohl 

wie 93 in der Zeit konstant sind, so dab tiberhaupt keine s~ikularen 
StSrungen auftreten. •ber die Beziehnng dieser F~tlle zu den sta- 
tioniiren Zust~nden wolten wir sp~ter sprechen. 

Wie wir in der niiehsten Mitteilung sehen werden, sind die 
Gr51~en /1 and I~ fiir solehe Vorg~inge invariant, bei denen die 
~uBeren Felder adiabatisch Riehtung und GrSl]e ver~tndern. Naeh 
deal Prinzip yon E h r e n f e s t  sind dieselben deshalb znr Definition 
der station~ren Zust~nde geeignet. Aus dem Korrospondenzprinzip 
und der Gleiohung (15) folgt, dal~ die Unterschiede der Werte  dieser 
Gr5~en in den verschiedenen station~ren Zust~nden immer ganzzahlige 
Vielfaehe der Konstante yon P l a n c k  sein miissen. Znr Bestimmnng 
ihrer absoluten Gr6Be geniigt es, ihre Werte  in einem Spezialfall zu 
kennen, eine Frage,  zu der wir in der niiehsten Mitteilung zuriiek- 
kehren wollen. 

Zum Schlul~ wollen wir nun sehen, was aus unsoren GrSl]en 11 
and /2  fiir die F~tlle ~ ~--- 0 and ~ = 0 wird. Ffir ~ = 0 erhalten wir 

we co~ die Larmor:[requenz bedeutet. In diesem Falle bekommen wir 
aus (17): 

= ~ (1, + I~). 

Die siikularen StSrnngen erfordern also nut eine Quantenbe4in- 
gung,  die den Wef t  von /1 + I 2  festlegt. Fiir diese Summe be. 
kommen wir nun aus (19): 

11+12 : 2 z P n ,  

we P~r die Projektion des Winkelmomentes ~ anf die Richtung des 
Magnetfeldes bedeutet. Dies ist aber gerade die GrSl~e, die beim 
Zeemaneffekt gleieh einem ganzen Vielfaehen der Konstante yon 
F l a n c k  angenommen wird. Wir  miissen deshalb annehmen, dall 
I !  q-I~ aueh bei der Anwesenheit eines elektrisehen Feldes ein ganz- 
zahliges Multiplum der P l a n e k s e h e n  Konstanten sein mull  

Fiir den anderen Grenzfall ~ = 0 bekommen wir: 

601 = 6-02 ---- ~E~ 
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we eoE die fiir den Starkeffekt charakteristische Frequenz e K l ~  be- 
deutet. Also gilt:  

r ---- o~F (I1 + I~) 
und aus (19) folgt :  

2 ~  
II-~- I2 = ~ -  z , 

we z die Projekt ion  yon ~ anf die Richtung des elektrischen Feldes 
bedeutet. W e n n  wir diesen W e r t  yon 11 ~-12 gleich einem ganzen 
Vielfaehen der P l a n e k s c h e n  Konstante setzen, finden wir die gew6hn- 
liche Qnantenbedingung fiia- den Starkeffekt. In bezug aaf  die sta- 
tion~iren Zust~inde bei der Anwesenhcit  beider Felder lehrt Uns dieser 
Fall  also nichts l~eues. 

Die besprochenen Fiille sind nieht die einzigen, bei denen die 
s~ikularen StSrungen einen rein periodischen Charakter besitzen. Viel- 
mehr  ist dies~ wie man leicht einsieht, immer dann der Fall, wenn 
der Kosinus des Winkels  7 zwisehen ~ und ~ durch den folgenden 
Ausdruck gegeben ist: 

we ~ eine rationale Zahl bedeutet. Dann besteht  n~imlieh zwischen 
den Frequenzen co 1 und co 2 die Beziehung: 

Bemerkenswert ist, dall der Fall cos ~, ~ 0, we die Felder aufeinander 
senkreeht sind, bei beliebigen Wer ten  der Feldst~irken zu den ent- 
arteten F~llen gehSrt ,  indem hier eo I ~ c% ist. Interessant ist auch 
der Fall, dab die Felder  parallel sind and coE ~ eo~ ist. W e n n  die 
Felder die gleiehe Riehtung haben,  ist dieser Fall fiir x ~ ~ er- 
fiillt. Dann ist c% ~ 0, so daIl ~3 im Raum feststeht. Bei entgegen- 
gesetzter Richtnng der Felder ist x -~- 0, and U steht lest. 

University of Michigan, 31. Dezember 1923. 


