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Uber die gleichzeitige Wirkung
von gekreuzten homogenen elektrischen und magne-
tischen Feldern auf das Wasserstoffatom. I.

Von Oskar Klein in Ann Arbon (Michigan).

(Eingegangen am 23. Januar 1924.)

Einleitung. Die Frage nach der gleichzeitigen Wirkung eines
homogenen elektrischen und eines homogenen magnetischen Feldes
auf das Wasserstoffatom, deren Richtungen einen beliebigen Winkel
miteinander bilden, ist von mehreren Seiten diskutiert worden ?).
Wihrend jedes Feld fiir sich, wenn man die kleinen von der Rela-
tivititstheorie geforderten Abweichungen von den Gesetzen der ge-
wohnplichen Mechanik vernachlidssigt, in erster Annaherung rein perio-
dische séikulare Stérungen in der Bewegung des Elektrons hervorruft,
schien die entsprechende Bewegung bei der Anwesenheit beider Felder
von komplizierterer Beschaffenheit zu sein. KEs lag sogar nahe, zu
vermuten, dafl diese Stérungen einen véllig unperiodischen Charakter
besitzen, was nach den Prinzipien der Quantentheorie zur Folge haben
wiirde, dall keine wohldefinierten stationfiren Zustinde vorhanden sein
kénnten1). Epstein hat jedoch angegeben?), dal es ihm gelungen
ist, mit Hilfe der Methoden der Storungsrechnung zun beweisen, daB
auch die fraglichen Stérungen von mehrfach periodischem Charakter
sind, und neuerdings hat er eine kurze Mitteilung iber seine Resultate
verdffentlicht3). Zu demselben Resultat ist neulich Halpernt) ge-
kommen, der die Ldsung des Problems als eine unendliche Reihe
darstellt, deren Konvergenz er behauptet. Wie im folgenden gezeigt
wird, kann man jedoch in sehr einfacher Weise die Losung des
Problems in der von Epstein angegebenen geschlossenen Form er-
halten, wodurch gleichzeitig der Charakter der Bewegung deutlicher
zum Vorschein kommt. Die hierbei benutzte Methode entspricht der-
jenigen, die Bohr zur Berechnung des Starkeffekts angewandt®) hat

1) N. Bohr, On the guantum theory of line spectra, Part II, 8. 93 Det
Kgl. Danske Vid. Selsk. Skr. 8. Raekke IV, 1. Deutsche Ubersetzung im Verlag
Friedr. Vieweg & Sohn Akt.-Ges. 1922, Siehe auch M, Born und W. Pauli,
Z8. f. Phys. 10, 137, 1922.

%) P. Epstein, Z3. £. Phys. 8, 319, 1922.

3) P. Epstein, Phys. Rev. 22, 202, 1923.

%) O, Halpern, ebenda 18, 287, 1923.

%) N. Bohr, L. ¢, 8. 71; deutsche Ubersetzung 8. 101,
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und die bekanntlich in iiberaus einfacher und schoner Weise diese
Erscheinung zu berechnen gestattet.

Die folgende Mitteilung enthdlt die Berechnung der sikularen
Stérungen und die daraus folgende Bestimmung der stationiren Zu-
stinde bei dem in Frage stehenden System. In einigen weiteren
Noten, die ich hoffe bald vertffentlichen zu kinnen, werden einige
Betrachtungen tiber das Verhalten des Systems bei adiabatischen
Verinderungen der #uBleren Felder, iiber die Intensitiiten und Pola-
risationen der betreffenden Spektrallinien, samt der Behandlung einiger
weiterer Fille mittels einer #hnlichen Methode mitgeteilt.

§ 1. Die sakularen Stérungen. Wir betrachten ein Atom-
system, das aus einem ruhenden Kern (unendliche Masse) mit der
Ladung Ne¢ und einem Elektron von der Masse m und der Ladung
— ¢ besteht. Auf dieses Atom wirke ein homogenes elekirisches
und ein homogenes magnetisches Feld, deren Intensititen durch die
beiden Vektoren & und § reprisentiert werden mégen. Diese Inten-
sititen nehmen wir so groB an, dall die Relativititsmodifikationen
vernachldssigt werden konnen. Um die sikularen Storungen in der
sonst rein periodischen Bewegung des Elektrons um den Kern zu
berechnen, welche von den #uBeren Kraftfeldern hervorgerufen werden,
bedienen wir uns nicht der kanonischen Stdrungsgleichungen, sondern
schlagen den folgenden direkten Weg ein. Es moge r den vom Kern
zuom Hlektron gezogenen Radiusvektor bezeichnen. Die Bewegungs-
gleichungen fiir das Elektron kénnen dann in die folgende Vekto:-
gleichung znsammengefalBt werden:

2
m i = Neﬂgrad!-}] — G+ 2 [@ ”‘%] 1)
wo |r| die absolute GroBe des Vektors v bezeichnet, und ¢ die Licht-
geschwindigkeit bedeutet.

Aus dieser Gleichung wollen wir die Gleichungen fiir die durch
die duBeren Felder bewirkten sikularen Stérungen in der ersten An-
niherung ableiten, d. h. unter Vernachléssigung von Gliedern héherer
Ordnung als die erste in -den Feldstirken. Dies ist natiirlich nur
dann berechtigt, wenn das zweite und dritte Glied auf der rechten
Seite der Gleichung (1) im Vergleich zn dem ersten Glied sehr klein
sind. Bekanntlich ist dies wegen der Kleinheit der Elektronenbahn
bis zu sehr grofien Werten der Feldstirken der Fall.

In der ungestérten Bewegung unseres Systems treten, da die
Anzahl von Freiheitsgraden 3 ist, sechs unabhingige Integrations-
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konstanten auf. Das Problem der Storungsrechnung besteht darin,
die Abhingigkeit dieser Konstanten (d. h. derjenigen Funktionen der
Lage und der Geschwindigkeitskomponenten, die bei der ungestdrten
Bewegung von der Zeit unabhingig sind) von der Zeit in der ge-
storten Bewegung zu bestimmen. Als solche Integrationskonstanten
withlen wir erstens den Vektor, der das Winkelmoment des Elektrons
um den Kern reprisentiert (drei Grdfen). Zweitens wihlen wir hierzu
den von dem Kern zu dem sogenannten elektrischen Schwerpunkt der
Elcktronenbahn gezogenen Vektor, der zu dem vorigen Vektor immer
senkrecht ist (zwel weitere Grofien). Als sechste Integrationskonstante
kénnen wir eine Grofe wihlen, die die absolute Phase der Bewegung
bestimmt. Diese ist fiir das Folgende unwesentlich.

Um die Abhingigkeit des Winkelmoments von der Zeit zu be-
stimmen, multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung (1) vektoriell

. | . .
mit © und erbalten so, da grad — dieselbe Richtung wie r hat:

i
d dy

m g |ear) = erea 4 [« [o g} (2)

Da die linke Seite dieser Gleichung eben den Differensialquotienten
des Winkelmoments nach der Zeit vorstellt, spricht dicselbe die be-
kannte Beziehung zwischen der Anderung des Winkelmoments und
den Drehungsmomenten der Krifte aus.

Um zu den sikularen Verinderungen des Winkelmoments zu
gelangen, bilden wir den Mittelwert der Gleichung (2) iiber die Zeit
eines Umlaufes des Elektrons in seiner nahezu geschlossenen Bahn.
Hierbei kénnen wir auf der rechten Seite fiir v und drv d¢ die wu
der oskulierenden Keplerbewegung zu der Zeit ¢ gehdrenden Funk-
tionen der Zeit einsetzen, da dies nur Fehler hoherer Ordnung be-
wirkt. Aunf der linken Seite der Gleichung erhalten wir durch diese
Mittelwertbildung den mittleren Differentialquotienten des Winkel-
moments nach der Zeit. Dicser mittlere Differentialquotient ist nun
gleich dem Differentialquotienten nach der Zeit von dem Mittelwert
des Winkelmoments iiber einen Umlauf. Nennen wir dieses mittlere
Winkelmoment, das nun ausschlieflich sikularen Stdrungen unter-
worfen ist, P, so wird also die linke Seite der Gleichung gleich
ap/dt.

Es moge N den #bnlich wie P definierten mittleren Vektor zu
dem elektrischen Schwerpunkt fiir die Zeit ¢ bedeuten. Unter Ver-
nachlédssigung von Gréfien hoberer Ordnung kénnen wir dann fiir das
erste Glied rechter Hand einfach e[E3R] schreiben.
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Was das zweite Glied anbelangt, bemerken wir, daB wir wegen

el S+l + (o G50) = o

schreiben konnen:

2 (e[ gl = [o [ l] + e [s o]

Bei Mittelwertbildang fallt nun offenbar das zweite Glied der rechten
Seite weg, so dal wir aus (2) schlieflich die folgende Gleichung be-
kommen: (”3

= e[ER] + 5-— [DF]- (3)

Die Bedeutung dieser Glelchung ist sehr einfach. Wihrend das erste
Glied der rechten Scite offenbar das Drehungsmoment bedentet, welches
das elektr.sche Feld auf ein im elektrischen Schwerpunkt der Bahn
befindliches Elektron ausiiben wiirde, entspricht das zweite Glied genau
dem wobhlbekannten Larmorschen Satz. Dieses Glied bezeichnet néim-
lich die Anderung in der Zeiteinheit des Winkelmomentvektors fir
den Fall, daB} dieser Vektor um das Magnetfeld als Achse eine einfache

HDI

Prizessionsbewegung mit der kaelgeschwmd1gke1t —= U ausfiibrt.

2mc

Zur Bestimmung der sikularen Stérungen in den Gr oBen P und R
liefert uns (3) nur drei Gleichungen. Die drei fehlenden Gleichungen
kénnen wir in der folgenden Weise finden. Auf Grund der bekannten
Eigenschaften der Keplerbewegung lassen sich die absoluten Betrige
der Vektoren P und R folgendermaBen darstellen:

B =VYl—¢ (2ama® o),

9% =3 as

wo & 2a und ® die Exzentrizitit, die groBe Achse und die Umlauf-
frequenz der oskulierenden Keplerbewegung bedeuten. Von diesen
GroBen sind @ und @, die nur von der Totalenergie der oskulicrenden
Keplerbewegung abhingen, im Gegensatz zu ¢ frei von sikularen
Storungen. Eliminiert man & aus den Gleichungen (4), so erhilt man
also eine von der Zeit unabhingige Beziehung zwischen || und [$#],
nimlich:

(4)

o+ wejpp= (), )
wo zur Abkiirzung:
K=o | ®)

4damaw
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gesetzt wurde. Diese Beziehung gibt uns eine von den notwendigen
Gleichungen.

Da R und § immer zueinander senkrecht sein miissen, erhalten
wir weiter die folgende Beziehung:

‘ (RP) = 0. (M
Nach cinem bekannten stérungstheoretischen Satz mul der Mittel-
wert des Beitrages der stérenden Krifte zu der Energiefunktion,
genommen fiber einen Umlauf, unter Vernachlassigung kleiner Grofen
hoherer Ordnung als die erste in dem Verhiltnis der stérenden
Krifte zu den urspriinglich anwesenden Kriften in der Zeit konstant
sein ). Diese mittlere Energiefunktion der stérenden Krifte ist in
unserem Falle gegeben durch 2):

e

= (ERN)+ Tmo (HP). (8)

Unsere sechste Gleichung lautet deshalb:
P = konst. (9)

Wir wollen nun aus unseren sechs Gleichungen einen der Formel (3)
entsprechenden Ausdruck fiir d9t/dt ableiten. Schreiben wir zur Ab-
kiirznng

dR o e e .
W= dt + e KA RE] + 2me (%9}

so folgen durch skalare Multiplikation von (3) bzw. mit ¥, ) und P,
und nachherigem Vergleich mit den Beziehungen, die baw. aus (5),
(7) und (8) durch Differentiation nach der Zeit entstehen, die drei
Gleichungen
(RMW) = (PM) = (EM) = 0. (10
Da nun im allgemeinen die drei Vektoren 3, P und € weder
verschwinden, noch alle in einer Ebene liegen, mufl der Vektor I
im allgemeinen selbst gleich Null sein. Aus Kontinuititsgriinden
miissen wir erwarten, daf dies auch in den eben erwihnten Aus-
nahmefillen zutriffts), Wir gelangen deshalb zu der folgenden
Gleichung fiir d9/d¢:

agR €

i = e K2 [EP] + e (D%} (11)

m

1) N. Bohr, 1 c., Part II, 8. 46, deutsche Ausgabe 8. 85.

2) N. Bohr, ebends, S. 91, deutsche Ausgabe 8. 130.

3) Wie wir in der nichsten Mitteilung sehen werden, ist im Falle & — 0
eine gewisse Vorsicht notig, wenn es gilt, die Verinderungen in i bei dem
adiabatisechen Anwachsen eines Magnetfeldes zu besehreiben.

Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXII. 8
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Die Form dieser Gleichung ist, wie man sieht, derjenigen von (3)
sehr dhnlich. In dem Grenzfall § == O fiibrt sie auf eine Beziehung,
die Bohr in etwas anderer Form bei seiner oben erwahnten Berech-
nung der Wirkung eines homogenen elektrischen Feldes anf das
Wasserstoffatom abgeleitet hat1). Fir € —= 0 kommen wir wieder
auf eine dem Satz von Larmor entsprechende Gleichung. -

Die Integration der Gleichungen (3) und (11), die wir nun aus-
fiihren wollen, wird sehr vereinfacht, wenn wir durch folgende Sub-
stitutionen R, B, € und H durch gewisse neue Vektoren I, B, A
und B ersetzen 2):

§R+K€[$=211,}
% — K = 29, (12)

[4
2mc©+eK@—%{,l

(18)
 H—eKE = 9. j

2me

Wir multiplizieren jetzt die Gleichung (3) mit K und addieren sie

zu (11). Dies ergibt:
alu

Durch entsprechende Subtraktion erhalten wir:
d
thB = [88] (14 b)

Die Bedecutung dieser Gleichungen ist iiberaus einfach. Wie man
sieht, folgt aus ihnen, dal jeder der Vektoren 1l und ¥ unter Bei-
behaltung seiner Grofie eine einfache Prizessionsbewegung mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit ausfiibrt. Hierbei prizessiert I mit
der Winkelgescbwindigkeit || um % als Achse, ¥ mit der Winkel-
geschwindigkeit |B| um B als Achse. Hiermit sind nach (12) auch
die sikunlaren Verinderungen von % und P vollig bestimmt. Um die
Natur dieses Resultates niher kennenzulernen, wollen wir die Grenz-
fille € = 0 und § = 0 betrachten. Im ersten Falle haben wir:

Der Vektor rechter Hand ist nun einfach der zu dem Zeeman-
effekt gehorende Prizessionsvektor, d. h. seine GriBe ist gleich der

1y N. Bohr, L ¢, Part II, 8. 72, deutsche Ausgabe 8. 102.

%) Wegen der Veranschaulichung der Vektoren 1l und B sei erwihnt, das,
wihrend der absolute Wert von R gleich 3/;£a ist, der absolute Wert von K%
gleich 3/, b ist, wo 2b die kleine Achse der Ellipsenbahn bedeutet.
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Winkelgeschwindigkeit der Prizession, und seine Richtung gibt die
Richtung der Prizessionsachse an. In diesem Falle fihren beide
Vektoren 11 und B einfache Priizessionsbewegungen um die Richtung
des Magnetfeldes aus, was nach (12) zu dem Larmorschen Satze
fithrt, Fiir den zweiten Grenzfall bekommen wir:

A= K,

B = —eKGE.

In diesem Falle fiihrt deshalb 1l eine Prizessionsbewegung mit
der Winkelgeschwindigkeit e K/@| um die Richtung des elektrischen
Feldes im positiven Sinne aus. LB fiihrt dieselbe Bewegung im nega-
tiven Sinne auns. Da nun nach (13) U und $ als Komponenten von %
aufgefaBt werden kénnen, folgt hieraus, daB der Endpunkt von %
in einer festen, senkrecht zur Feldrichtung liegenden Ebene eine
harmonische REllipsenbewegung ausfiihrt, das wohlbekannte Resultat
fiir die Bewegung im Starkeffekt.

Im allgemeinen Fall nun setzt sich nach (13) die Prézessions-
bewegung der Vektoren Il und $ aus den genannten speziellen Pri-
zessionshewegungen in eben der Weise zusammen, wie eine Rotations-
bewegung eines starren Korpers ans zwei Rotationsbewegungen.

§2. Die stationiren Zustinde. Indem also das Problem
der siikularen Storungen erledigt ist, konnen wir nach den Prinzipien
der Quantentheorie gewisse Aussagen iiber die Energiewerte der
moglichen stationiren Zustinde unseres Systems machen. Suchen
wir zu diesem Zweck zuerst diejenigen GroBen auf, die wahrend der
gestorten Bewegung konstant bleiben. Diese sind erstens die mittlere
Energie der oskulierenden Keplerbewegung und eine GréBe, welche
die absolute Phase der Bewegung bestimmt, zweitens die vier fiir
die sidkularen Stérungen charakteristischen Konstanten. Solche vier
Konstanten kénnen wir leicht finden. Wie man sofort einsieht, sind
namlich die Projektionen der Vektoren 1l und ¥ auf % bzw. B, d. h.
(11% ) und @—;;3) konstant. Zwei weitere, fiir den Charakter
der stationiiren Zustinde jédoch unwesentliche Konstanten bestimmen
die Phasen der beiden Prizessionsbewegungen.

Als erste der die stationiren Zustinde charakterisierenden GroB8en
wihlen wir naturgemif die gewdhnliche zur mittleren Energie der
Keplerbewegung gehorende Gréfe I. Da die siikularen Stérungen
zwei unabbingige Frequenzen enthalten, miissen noch zwei solche
GroBen vorhanden sein, die Funktionen von Qlf,[) und (%3;?) und

i 8*1

die Groflen
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moglicherweise von I sein miissen. Zwischen den Anderungen dieser
GroBen, die wir mit I, und I, bezeichnen wollen, und der Anderung
der Grofe ¥ muf bekauntlich, wenn I konstant gehalten wird, die
folgende Beziehung bestehen 1):

0y = 0,01, + 0,0 L, (15)
wo o, und o, die Grundfrequenzen der sikularen Storungen bedeuten.

Fiir diese Grofen wihlen wir die Frequenzen der soeben beschrie-
benen Prizessionshewegungen. Wir haben dann:

o
1_'2”;,
(16)
130,
L P

Da diese Grofien von dem Bewegungszustand des Systems unabhin-
gige Konstanten sind, konnen wir die Beziehung (15) integrieren.
Den Nulipunkt der Grofien I; und 7, setzen wir dabei willkiirlich so
fest, daf die hierbei auftretende Integrationskonstante gleich Null
wird. Wir erhalten dann:

b= 0,1, + o, I, (17)

Aus (8), (12) und (13) folgt weiter:
_ ) —(3Y) 3
= e (18)

Wir erfilllen beide Beziehungen, wenn wir die Grofien I in der
folgenden Weise bestimmen:

P 2 (A1)
1 ”"""!',
K| (19)
I o— _ 2%(3%)
1 K|9®'

Diese Groflen sind also gleich den mit 2z/K multiplizierten Pro-
jektionen von Ui auf U und von B auf — B.

Aus den Gleichungen (19) komnen wir leicht die Grenzen be-
stimmen, innerhalb deren die Grdfen I; und I, liegen miissen, da
die absoluten Werte der genannten Projektionen hdchstens gleich den
absoluten Betrigen der Vektoren selbst sein kinnen. Diese finden wir
aber mit Hilfe von (5) und (12). Da (RP) = 0, ergibt sich einfach

o m=m= (20)

!) N. Bohr, L e, Pat} II, B. 52, deutsche Ausgabe S.72.
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Der grofite numerische Wert jeder der Gréfien I; und I, ist also
2

gleich Y-?)f, oder auf Grund von (6) des bekannten Zusammen-
hanges zwischen @, @ und I gleich ¥/, . Es ist von Interesse, die
Bewegung in diesen extremen Fillen zu studiereén. Da hier offenbar
1 mit % und B mit B parallel ist, sieht man aus (14), dal sowohl
1 wie B in der Zeit konstant sind, so dalf iiberhaupt keine sikularen
Storungen auftreten. Uber die Beziehung dieser Fille zu den sta-
tioniren Zustinden wollen wir spiter sprechen.

Wie wir in der n#chsten Mitteilung sehen werden, sind die
Grofien I, und I, fir solche Vorginge invariant, bei denen die
duBeren Felder adiabatisch Richtung und GréSe verindern. Nach
dem Prinzip von Ehrenfest sind dieselben deshalb znr Definition
der stationiren Zustinde geeignet. Aus dem Korréspondenzprinzip
und der Gleichung (15) folgt, daB die Unterschiede der Werte dieser
Groflen in den verschiedenen stationiren Zustinden immer ganzzahlige
Vielfache der Konstante von Planck sein miissen. Zur Bestimmung
ibrer absoluten GroBe geniigt es, ihre Werte in einem Spezialfall zu
kennen, eine Frage, zu der wir in der nichsten Mitteilung zuriick-
kehren wollen.

Zum SchluB wollen wir nun sehen, was aus unseren GriéBen I,
und I, fir die Fille € — 0 und = 0 wird. Fiir § = 0 erhalten wir

COI = ﬁ’]2=ﬁjH,

wo @y die Larmorfrequenz bedeutet. In diesem Falle bekommen wir
aus (17): ‘
¥ = og(l; + L)

Die sikularen Stérungen erfordern alse nur eine Quantenbedin-

gung, die den Wert von I, + I, festlegt. Fiir diese Summe be-
kommen wir nun aus (19):

I + I = 2z Py,

wo Py die Projektion des Winkelmomentes B auf die Richtung des
Magnetfeldes bedeutet. Dies ist aber gerade die Gréfe, die beim
Zeemaneffekt gleich einem ganzen Vielfachen der Konstante von
Planck angenommen wird. Wir miissen deshalb annehmen, daB
I, 4 I, auch bei der Anwesenheit eines elektrischen Feldes ein ganz-
zahliges Multiplum der Planckschen Konstanten sein muB.

Fiir den anderen Grenzfall § =— 0 bekommen wir:

0y = Wy — Dg,
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wo wg die fiir den Starkeffekt charakteristische Frequenz ¢ KIE be-
deutet. Also gilt:

Y = og(l, + L)

Lth =22
wo #z die Projektion von % anf die Richtung des elektrischen Feldes
bedeutet. Wenn wir diesen Wert von I, 4 I, gleich einem ganzen
Vielfachen der Planckschen Konstante setzen, finden wir die gewshn-
liche Quantenbedingung fiir den Starkeffekt. In bezug auf die sta-
tioniren Zustinde bei der Anwesenheit beider Felder lehrt uns dieser
Fall also nichts Neues.

Die besprochenen Fille sind nicht die einzigen, bei denen die
sikularen Stdrungen einen rein periodischen Charakter besitzen. Viel-
mehr ist dies, wie man leicht einsieht, immer dann der Fall, wenn
der Kosinus des Winkels ¢ zwischen & und $ durch den folgenden
Ausdruck gegeben ist:

und aus (19) folgt:

%2 —1 o} + ok

BV =11 2ogeg’

(21)
wo # eine rationale Zahl bedeutet. Dann besteht nimlich zwischen
den Frequenzen @, und ®, die Beziehung:

0, == % 0. (22)
Bemerkenswert ist, daB der Fall cosy = 0, wo die Felder aufeinander
senkrecht sind, bei beliebigen Werten der Feldstirken zu den ent-
arteten Fallen gehort, indem hier ®; — w, ist. Interessant ist auch
der Fall, daB die Felder parallel sind und wg — @y ist. Wenn die
Felder die gleiche Richtung haben, ist dieser Fall fiir % — oo er-
fiillt. Dann ist w, = 0, so daf B im Raum feststeht. Bei entgegen-
gesetzter Richtung der Felder ist # =—— 0, und 1 steht fest.

University of Michigan, 31. Dezember 1923.



